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ПЕРЕДМОВА

У курсі лекцій «Методика навчання математики» розглядаються всі, основні питання методики викладання математики відповідно до чинної програми середніх класів і програми методики навчання математики в закладах вищої педагогічної освіти. 
Викладання предмету згідно з навчальним планом здійснюється у формі лекцій і семінарсько-практичних занять. Разом з тим, сучасні педагогічні технології освіти передбачають залучення студентів до самостійного вивчення матеріалу. 
Рекомендації до самостійної роботи з методики викладання математики призначені для вивчення теоретичного матеріалу та його практичного застосування. Методична розробка містить тематичний план, розширений зміст лекцій, орієнтовані розробки практичних занять і питання до самостійної роботи,  тематику рефератів, орієнтовний перелік тем творчих досліджень для складання бібліографічних описів, орієнтовний перелік термінів для укладання тлумачного словника. У методичній розробці надаються питання для самоаналізу знань та завдання до самоперевірки, наводяться джерела за допомогою яких можна виконати теоретичну та практичну частину завдань. Також студенту надається певна самостійність щодо підбору додаткової літератури. Виконання завдань, що виносяться на самостійне вивчення контролюється викладачем під час складання поточного контролю з кожної навчальної теми. 
Практична підготовка студентів передбачає вдосконалення вмінь працювати з шкільними підручниками, дидактичним матеріалом, посібниками для вчителя, основною та додатковою літературою, довідниками, вчить студентів мислити, аналізувати, порівнювати, грамотно і чітко висловлювати свої думки на папері.
1. ТЕМАТИЧНИЙ ПЛАН НАВЧАЛЬНОЇ ДИСЦИПЛІНИ «МЕТОДИКА НАВЧАННЯ МАТЕМАТИКИ»

	Назви змістових модулів і тем
	Кількість годин

	
	денна форма

	
	усього
	у тому числі

	
	
	л
	п
	сем
	інд
	с.р.

	Модуль 1

	Змістовий модуль 1. Математика як навчальний предмет

	Тема 1. Зміст і завдання дисципліни «Методика навчання математики». Математика в закладі загальної середньої освіти як навчальний предмет. Цілі навчання математики в закладі загальної середньої освіти.
	8
	2
	2
	
	
	4

	Тема 2. Програми з математики. Підручники         та навчальні посібники.
	6
	2
	
	2
	
	2

	Тема 3. Математичні поняття і терміни. Означення і класифікація математичних понять.
	6
	2
	2
	
	
	2

	Тема 4. Теореми та аксіоми. Методика доведення теорем. Методика вивчення доведень у закладі загальної середньої освіти.
	8
	2
	2
	
	
	4

	Тема 5. Роль математичних задач і їх види. Розв’язання задач. Методика розв’язання задач.
	8
	2
	2
	2
	
	2

	Разом за змістовим модулем 1
	36
	10
	8
	4
	
	14

	Змістовий модуль 2. Принципи і методи навчання математики

	Тема 6. Засоби навчання математики.
	4
	2
	
	
	
	2

	Тема 7. Принципи навчання математики. Методи навчання математики.
	4
	
	
	2
	
	2

	Тема 8. Планування роботи вчителя математики. Урок математики та його аналіз. Самостійна робота учнів і її оцінювання. Специфіка навчальної роботи в класах з поглибленим вивченням математики.
	6
	
	2
	2
	
	2

	Разом за змістовим модулем 2
	14
	2
	2
	4
	
	6

	Модуль 2

	Змістовий модуль 3. Організація навчання математики

	Тема 9. Факультативні заняття з математики.
	12
	2
	2
	2
	
	6

	Тема 10. Позакласна робота з математики.
	12
	2
	2
	2
	
	6

	Разом за змістовим модулем 3
	24
	4
	4
	4
	
	12

	Змістовий модуль 4. Методика викладання арифметики

	Тема 11. Числові множини. Натуральні числа. Дробові числа. Додатні і від’ємні числа. Дійсні і комплексні числа.
	14
	2
	4
	
	
	8

	Тема 12. Тотожні перетворення виразів. Цілі вирази та їх перетворення. Раціональні та ірраціональні вирази. Тригонометричні вирази.
	20
	4
	4
	2
	
	10

	Разом за змістовим модулем 4
	34
	6
	8
	2
	
	18

	Модуль 3

	Змістовий модуль 5. Методика навчання математики в 5–6 класах

	Тема 13. Повторення, систематизація, узагальнення і поглиблення відомостей про натуральні числа.
	6
	2
	
	
	
	4

	Тема 14. Вивчення звичайних дробів.
	8
	2
	2
	
	
	4

	Тема 15. Вивчення десяткових дробів.
	8
	2
	2
	
	
	4

	Разом за змістовим модулем 1
	22
	6
	4
	
	
	12

	Змістовий модуль 6. Елементи алгебри і геометрії в 5–6 класах

	Тема 16. Вивчення процентів.
	6
	2
	
	
	
	4

	Тема 17. Вивчення додатних і від’ємних чисел.
	8
	2
	2
	
	
	4

	Тема 18. Методика навчання алгебри.
	8
	2
	2
	
	
	4

	Разом за змістовим модулем 2
	22
	6
	4
	
	
	12

	Усього
	44
	12
	8
	
	
	24

	Модуль 4

	Змістовий модуль 7. Алгебра як наука і як навчальний предмет

	Тема 19. Цілі, зміст алгебри як навчального предмету.
	6
	2
	2
	
	
	2

	Тема 20. Розвиток поняття числа в курсі алгебри.
	6
	2
	2
	
	
	2

	Тема 21. Вирази та їх перетворення.
	10
	2
	4
	
	
	4

	Тема 22. Рівняння і нерівності в курсі основної школи. Вчення про функцію
	10
	2
	4
	
	
	4

	Разом за змістовим модулем 3
	32
	8
	12
	
	
	12

	Змістовий модуль 8. Методика навчання геометрії в основній школі

	Тема 23. Геометрія як навчальний предмет.
	10
	2
	2
	
	
	6

	Тема 24. Пропедевтики геометрії.
	10
	2
	2
	
	
	6

	Тема 25..Методика проведення перших уроків.
	12
	2
	2
	
	
	8

	Тема 26. Многокутники в курсі геометрії.
	12
	2
	2
	
	
	8

	Тема 27. Теореми і їх доведення.
	12
	2
	2
	
	
	8

	Тема 28. Геометричні перетворення. Декартові координати і вектори на площині
	12
	2
	2
	
	
	8

	Разом за змістовим модулем 9
	68
	12
	12
	
	
	44





2. КОНСПЕКТИ ЛЕКЦІЙ

Лекція № 1. Зміст і завдання дисципліни «Методика навчання математики». Математика в закладі загальної середньої освіти як навчальний предмет. Цілі навчання математики в закладі загальної середньої освіти

План лекції
1. Предмет методики викладання математики (зміст, мета, завдання).
1. Цілі навчання математики в закладі загальної середньої освіти (загальноосвітні, виховні, розвиваючі).
1. Виховання учнів у процесі вивчення математики.
1. Про концепцію математичної освіти загальноосвітньої школи України.
1. Із історії розвитку і сучасний стан методики викладання математики.
1. Прийоми навчання математики, використання яких сприяє формуванню наукового світогляду. 

Методика викладання математики – педагогічна наука про мету, зміст, методи, форми і засоби передачі учням математичних знань, про виховання в процесі навчання математики.
Предметом методики викладання математики є навчання математики школярів учителем-класоводом в умовах класно-урочної системи. Основними поняттями методики математики, як науки є мета, зміст, методи, форми вивчення математики, контроль і корекція знань учнів. Усі ці компоненти органічно пов’язані між собою (рис. 2.1). 
[image: http://konspekta.net/bazaimgstudall/2177544932927.files/image002.jpg]
Рис. 2.1 Основні поняття методики математики.

Методика викладання математики визначає мету навчання математики. Розрізняють загальноосвітні, практичні та виховні цілі. Їх необхідно розглядати з позиції єдиного шкільного курсу математики.
Методика визначає зміст і структуру курсу математики. Всебічне їх розкриття подається в програмі і шкільних підручниках. У програмі зазначається, який матеріал вивчається в початкових класах і в якій послідовності, на якому рівні узагальнення розглядається кожне питання. У підручнику зміст навчання конкретизується повідомленням теоретичного матеріалу та системою вправ і задач. 
Важливим завданням методики є створення та перевірка ефективності засобів навчання: підручників, зошитів з друкованою основою, карток із математичними завданнями, альбомів, таблиць, роздаткового матеріалу, діафільмів. їх застосовують за розробленою методикою. 
Специфічним завданням методики викладання математики є розкриття методів і прийомів вивчення кожного питання з кожного розділу: теоретичного матеріалу, формування умінь і навичок, методики роботи над задачами. У методиці розкриваються також питання організації навчальної діяльності дітей: в яких випадках доцільна фронтально-колективна, самостійно-індивідуальна чи групова форма роботи; як організувати ту чи іншу форму навчання; як забезпечити диференційований підхід до дітей у навчанні. Ці та подібні до них питання належать до компетенції методики викладання математики.
Завданням методики також є дослідження процесу засвоєння знань учнями та визначення результативності навчання математики. Учителів треба озброїти знаннями про те, які можливості у навчанні дітей різних вікових груп, які відмінності в засвоєнні математичних знань учнів однієї вікової трупи. Потрібно розробити систему контролю рівня знань учнів і стану їх математичного розвитку. Методика викладання математики розробляє поради щодо розумового розвитку учнів; виховання в дітей патріотизму, інтересу до вивчення математики, позитивних рис характеру.
Завданням методики викладання математики є:
· обґрунтування мети вивчення математики – для чого потрібно вчити математику;
· визначення змісту навчання математики – чого вчить;
· розробка засобів навчання (підручники, дидактичний матеріал, посібники, технічні засоби) – за допомогою чого вчити;
· визначення й розробка методів і прийомів вивчення кожного питання розділів програми – як вчити;
· організація навчання ( як проводити урок і позаурочні форми навчання) – як організувати пізнавальну діяльність учнів;
· дослідження процесу засвоєння математичних знань учнями – як вчаться діти;
· вивчення результатів засвоєння математичних знань учнями – чого навчилися діти, як вони розвинулися;
· виявлення можливостей виховного і розвивального впливу.
Головною метою є всебічний розвиток дитини як цілісної особистості, її здібностей і обдарувань, збагачення на цій основі інтелектуального потенціалу народу, його духовності й культури, сформування громадянина України, здатного до свідомого суспільного вибору.
Отже, всебічний розвиток особистості, створення для цього сприятливих умов – головна мета школи. Мета навчання і виховання підпорядковані розвитку і виступають як загальні форми, засоби розвитку.
Виходячи із зазначеного, можна сформулювати основні цілі навчання математики в закладі загальної середньої освіти:
1) розумовий розвиток учнів – розвиток логічного мислення й інтуїції, просторових уявлень і уяви, пам’яті, алгоритмічної та інформаційної культури як особливого аспекту культури мислення; формування позитивних якостей особистості, розумової активності, пізнавальної самостійності, пізнавального інтересу, потреби в самоосвіті, здатності адаптуватися до умов, що змінюються, ініціативи, творчості;
2) забезпечення свідомого і міцного оволодіння системою математичних знань, навичок і умінь, потрібних у повсякденному житті і майбутній трудовій діяльності кожному членові сучасного суспільства, достатніх для вивчення інших дисциплін, продовження освіти в системі безперервної освіти; формування уявлень про ідеї і методи математики та її роль у пізнанні навколишнього світу, формування навичок математизації ситуацій під час досліджень різних явищ природи і суспільства;
3) формування наукового світогляду, загальнолюдських духовних цінностей; виховання національної самосвідомості, поваги до національної культури і традицій України; формування позитивних рис характеру (чесності й правдивості, наполегливості; волі, культури думки і поведінки, обґрунтованості суджень, відповідальності за доручену справу тощо); естетичне, екологічне, економічне, патріотичне, трудове виховання, професійна орієнтація на виховання здорового способу життя.
Зазначимо, що нині в умовах світового співробітництва, інтеграції економіки, виробництва, наукових досліджень розвинуті країни всього світу, у тому числі й держава Україна, прагнуть до підвищення свого Інтелектуального потенціалу. Тому потрібний високий рівень математичної підготовки випускників середньої школи та інших навчальних закладів. У зв’язку з цим підвищуються відповідальність і роль вчителя математики, посилюються вимоги до його власної математичної і методичної підготовки. 
Під впливом сучасних соціальних вимог суспільства перебудова шкільного курсу математики і методики його навчання здійснюється в напрямку гуманізації і диференціації освітнього процесу, гуманітаризації змісту навчання. Розробляються нові програми з математики для початкової, основної та профільної старшої школи, уточнюються чинні й створюються нові нормативні документи щодо обов’язкових результатів навчання, тобто створюються державні стандарти математичної підготовки. На черзі – розробка вимірників цього стандарту з метою забезпечення еквівалентності математичної підготовки в усіх областях країни.
В освітньому процесі використовуються нові інформаційні технології (зокрема, із застосуванням персональних комп’ютерів), нові форми навчання (наприклад лекційно-практична система), групові форми, активні методи навчання.
Коли говорять про єдність навчання і виховання, то усі мають на увазі ідейно-політичне, моральне й естетичне виховання на уроках. Не дивно, що вчителю, інколи, важко визначити виховну мету уроку математики. Для того, щоб конкретно уявити собі шляхи виховної роботи, пов’язаної з навчанням математики, необхідно усвідомити специфічні особливості уроків математики, а також виховні можливості, закладені в самому підручнику математики.
Одна з головних виховних завдань навчання математиці – виховання творчої діяльності учнів. І звичайно, дуже складно на одному уроці поставити мету виховувати працелюбність, а на іншому – акуратність.
Зміст уроків математики складають усні та письмові обчислення, рішення задач, вправи у вимірі, геометричний матеріал. Одна з головних виховних завдань, що постають перед учителем – подолання сухості і формальності у викладанні математики. Головний шлях вирішення цього завдання – всебічне зміцнення зв’язку навчання з життям, з практикою. А цей зв’язок здійснюється насамперед через зміст завдань, як поміщених в підручниках, так і тих, які складає вчитель і учні. Через вирішення завдань учні знайомляться з важливими в пізнавальному і виховному відношенні фактами.
Виховання почуття краси і гармонії математичних законів. Тут потрібно, використовуючи відомі істини шкільного курсу математики, виявити в них загальну, сильну ідею, гідну подиву.
Шкільний курс математики включає в себе змістовний з цікавої для нас точки зору матеріал. Приклади: позиційна система числення, відкриття цифри 0; арифметичні дії з дробами; початки алгебри, рішення рівнянь першого та другого ступеня. У цих прикладів є історичний аспект: відомо, що наведені нами досягнення математичної науки зажадали тривалого періоду розвитку – багато давніх цивілізацій не знали позиційної системи числення, сучасних правил дій з дробами, сучасних формальних правил тотожних перетворень алгебраїчних виразів. Простота правил алгебраїчних перетворень містить в собі досить багато, зокрема те, до чого важко додуматися без алгебри (квадратні рівняння, системи рівнянь). Серйозні математичні задачі можуть бути вирішені багаторазовим застосуванням найпростіших умовиводів, що становлять зміст правил найпростіших алгебраїчних перетворень. У цьому всяка неупереджена людина може бачити елементи краси і гармонії математичних законів.
Зусилля вчителя математики повинні бути спрямовані на вирішення наступного завдання: навчити дітей володіти мовою цифр і фактів, зробити потребою застосовувати його до аналізу суспільних явищ, тобто навчити учнів аналізувати, порівнювати, конкретизувати і представляти образно величини і факти, що відносяться до економічних явищ, явищ соціального і суспільного життя. Це завдання не є новим. У процесі навчання математиці ми вчимо дітей порівнювати числа і величини, аналізувати їх, будувати і читати діаграми і графіки, тобто вчимо володіти мовою цифр, формул, графіків, причому часто робимо це на матеріалі оточуючих нас фактів і явищ. Однак вміння образно представляти величини що зустрічаються надасть значний вплив на ефективність виховного впливу не тільки завдань ідейного змісту, розв’язуваних на уроці але, головне, всієї ідеологічної інформації. Якщо ми вирішимо це завдання, то величини, які зустрічаються учням при читанні газет, прослуховування лекцій, бесід, будуть частіше викликати у них емоційні переживання: почуття подиву, захоплення, радості, нарешті, почуття обурення, незгідності.
Кожен учитель повсякденно виховує культуру поведінки учнів і своїм особистим прикладом вчить відповідальному ставленню до виконання дорученої справи.
Основними завданнями закладу загальної середньої освіти є:
· різнобічний розвиток індивідуальності дитини на основі виявлення її задатків і здібностей, формування ціннісних орієнтацій, задоволення інтересів і потреб;
· збереження і зміцнення морального, фізичного і психічного здоров’я вихованців; виховання школяра як громадянина України, національно свідомої, вільної, демократичної, життєво і соціально компетентної особистості, здатної здійснювати самостійний вибір і приймати відповідальні рішення у різноманітних життєвих ситуаціях;
· формування у школярів бажання і уміння вчитися, виховання потреби і здатності до навчання упродовж усього життя, вироблення умінь практичного і творчого застосування здобутих знань;
· становлення в учнів цілісного наукового світогляду, загальнонаукової, загальнокультурної, технологічної, комунікативної і соціальної компетентностей на основі засвоєння системи знань про природу, людину, суспільство, культуру, виробництво, оволодіння засобами пізнавальної і практичної діяльності;
· виховання в учнів любові до праці, забезпечення умов для їх життєвого і професійного самовизначення, формування готовності до свідомого вибору і оволодіння майбутньою професією;
· виховання школяра як людини моральної, відповідальної, людини культури з розвиненим естетичним і етичним ставленням до навколишнього світу і самої себе.
Як правило, методика викладання будь-кого навчального предмета своїми витоками має педагогіку, зокрема дидактику. Дидактичні дослідження підкріплюються результатами експерименту, який проводиться під час навчання одному чи кільком предметам. Саме тому підґрунтя для появи методики викладання математики слід шукати в педагогіці. Фундатором методів навчання, відмінних від схоластичних, вважається Я. Коменський (1592–1670 рр.), який вперше в історії дидактики схарактеризував наочність як «золоте правило навчання». Швейцарський педагог Г. Песталоцці (1746–1827 рр.) почав практично здійснювати теоретичні настанови Я. Коменського на арифметиці. Так, він першим замінив механічне запам’ятовування в арифметиці вільними міркуваннями, започаткував концентричне розміщення арифметичного матеріалу, виділивши «Сотню» в окремий концентр, поклав принцип наочності в основу свого навчання.
Видатний вітчизняний педагог К. Ушинський сформулював ряд цінних порад і вказівок щодо вивчення арифметики, зокрема: а) він вимагав використання прийому конкретизації при вивченні абстрактних математичних понять; б) пропонував зробити арифметику знаряддям пізнання навколишньої дійсності; в) вказував на те, що навчання повинно будуватися на живому спогляданні, на конкретизації математичних понять з додержанням дидактичного правила: від конкретного до абстрактного; г) основними засобами навчання він вважав предмети в натурі, моделі, малюнки та інші посібники.
Оскільки навчання математики того часу розпочиналося з перших років перебування у школі, то це спричинило увагу та розвиток методів навчання арифметики. Саме цей період можна вважати періодом зародження методики викладання арифметики.
У сучасній Україні забезпечення належного рівня шкільної математичної освіти ніколи не залишалося поза увагою владних структур, науковців і вчителів-практиків, бо це обумовлювалося неможливістю повноцінної освіти людини без належного рівня математичної освіти, впливом математики на інтелектуальний розвиток особистості (мислення, уява, пам’ять, тощо), потребами у високому рівні математичної підготовки все більшої кількості наявних сучасних спеціальностей, опорним характером математики при вивченні суміжних дисциплін (фізика, хімія, біологія, техніка, тощо), об’єктивною складністю навчального предмета «Математика» для більшості учнів тощо. Історія розвитку школи та педагогічної науки дозволяє зробити висновок про те, що новітні технології та системи навчання зароджувалися в попередніх завдяки аналізу досвіду роботи вчителів-новаторів шляхом логічної обробки, систематизації, осмислення, глибоких теоретичних узагальнень і трансформації у теоретичні знання.
Питання для самоконтролю:
1. Визначте зміст, мету та завдання дисципліни «Методика навчання математики».
2. Назвіть цілі навчання математики.
3. У чому полягає сутність Концепції математичної освіти загальноосвітньої школи України?
4. Дайте характеристику загальноосвітнього курсу математики. 
5. Які особливості логічної побудови шкільного курсу математики?
6. Які можливі підходи до побудови шкільного курсу математики Ви знаєте та дайте їх порівняльний логіко-дидактичний аналіз? 
7. У чому полягає методична структура курсу математики? 
Лекція № 2. Програми з математики. Підручники та навчальні посібники

План лекції
1. Математична підготовка випускників шкіл.
2. Програми 90-х років.
3. Характеристика чинних програм.
4. Досягнення обов’язкових результатів навчання.
5. Державний освітній стандарт із математики.

Визначаючи мету та завдання навчання математики в закладі загально середньої освіти, зміст програмового матеріалу на сучасному етапі розвитку держави, слід враховувати потреби в математичній підготовці основних категорій учнів, які закінчують як основну, так і старшу школу, відповідно до сфери майбутньої трудової діяльності.
До першої категорії учнів належать ті, хто після закінчення основної або старшої школи працюватимуть в галузі сільськогосподарського, промислового виробництва, на транспорті, в сфері обслуговування і виконуватимуть роботу, що не вимагає високого рівня математичної підготовки. Для них, очевидно, достатній загальноосвітній, базовий обов’язковий рівень. Такий самий рівень можна вважати достатнім і для учнів – випускників основної і старшої школи, які діставатимуть професійну підготовку в закладах професійної (професійно-технічної) освіти і закладах вищої освіти за спеціальностями, не пов’язаними з широким застосуванням математики.
Другу категорію учнів становлять ті, хто після закінчення основної школи навчатиметься у профільних класах старшої школи, закладах професійної (професійно-технічної) та закладах вищої освіти, щоб набути спеціальностей, пов’язаних із ґрунтовним застосуванням математики. 
До третьої категорії учнів слід віднести тих, хто стане професійними математиками або спеціалістами, яким потрібен підвищений рівень математичної підготовки. Враховуючи зазначене, змістом математичної освіти на сучасному етапі має бути традиційне інваріантне ядро, відібране багаторічним досвідом навчання математики у вітчизняній та зарубіжній школі, що становить основу математичної підготовки в усіх типах закладів загальної середньої освіти, є фундаментом для вивчення математики у закладах вищої освіти та продовження освіти.
При цьому традиційне ядро слід доповнити елементарними знаннями, навичками й уміннями, пов’язаними з потребами інформатизації суспільства і широкого використання в науці й виробництві ідей і методів математичної статистики, теорії ймовірностей.
Сучасний шкільний курс математики групується навколо таких змістових ліній: числа і дії над ними; вирази і їх перетворення; рівняння і нерівності; функцій; геометричні фігури і їхні властивості; геометричні побудови; геометричні перетворення; координати і вектори на площині і в просторі; геометричні величини, їх вимірювання та обчислення; комбінаторика, елементи статистики і теорії ймовірностей. Досвід вітчизняної та зарубіжної школи свідчить про те, що усвідомлення і міцність засвоєння знань, навичок і умінь краще забезпечуються за умови концентричного розвитку основних змістових ліній.
До 1991–1992 навчального року заклади загальної середньої освіти України працювали за програмами, затвердженими Міністерством освіти СРСР, які було розроблено АПН СРСР з урахуванням потреб модернізації шкільного курсу математики і досвіду впровадження попередніх програм. У пояснювальній записці сформульовано цілі та завдання навчання математики, поради щодо організації освітнього процесу, визначено структуру курсу математики, названо мету вивчення кожного курсу. Програма має три розділи. Перший розділ «Вимоги до математичної підготовки учнів» визначає рівень і обсяг умінь та навичок, обов’язкових для учнів. Це дає вчителю орієнтацію на кінцеву мету. Другий розділ «Зміст освіти» задає перелік і обсяг матеріалу, обов’язкового для вивчення в школі відповідно до змістових ліній. У третьому розділі «Тематичне планування навчального матеріалу» пропонується на основі чинних підручників можливий розподіл матеріалу по класах і орієнтовні вказівки щодо кількості годин на вивчення теми.
1991 року в Україні запропонували перехідну програму, розраховану на найближчу перспективу. Скорочення часу на вивчення математики              у 5–9 класах (по 5 тижневих годин замість 6–ти) змусило до деякого розвантаження змісту навчання, усуваючи дублювання вивчення окремих питань, вилучаючи питання, які більшість учнів не засвоювали і не використовували у практичній навчальній діяльності.
Програма передбачила можливість вивчення окремих тем курсу з різним ступенів повноти. Питання, взяті у дужки, були не обов’язкові для вивчення всіма учнями. Вчителю надано право варіювати обсяг і глибину матеріалу, що вивчається, залежно від конкретних умов.
Умови для профільної диференціації вивчення математики у старшій школі створюються запровадженням трьох курсів різного обсягу і рівня:
1) традиційний курс – 272 год (по 4 год на тиждень);
2) курс А – 204 год – стосується учнів, для яких математика є елементом загальної культури. Для них можна запропонувати інтегрований курс «Математика»;
3) курс Б – 340 год – пропонується для учнів які обрали на перспективу ті галузі діяльності, де математика відіграє роль апарату, засобу для вивчення явищ і розв’язування різних проблем обраної галузі.
За рахунок шкільного компонента (годин, які виділяються на індивідуальну і групову роботу) школа могла збільшувати кількість годин на вивчення математики.
Недоліком останнього варіанта програми є те, що в її структурі відсутні вимоги до математичної підготовки з кожного курсу і теми.
Проаналізуємо програми з математики для загальноосвітньої школи з погляду розвитку змістових ліній. 1–4 класи. Зміст програми з математики три- та чотирирічної початкової школи той самий. Вимоги до математичної підготовки після закінчення початкової школи набувають такого вигляду. Учні мають знати: 
таблиці додавання і віднімання, множення і ділення чисел на рівні автоматизованих навичок; таблиці одиниць вимірювання величин (довжини, площі, маси, часу) та застосування їх у практиці вимірювання і під час розв’язування задач; взаємозв’язок між величинами: ціна, кількість, вартість, швидкість, час і шлях за рівномірного прямолінійного руху та вміти застосовувати ці знання, розв’язуючи текстові задачі. Учні повинні вміти:
· читати і записувати числа в межах 1000 000; володіти навичками правильних і швидких усних обчислень у межах 100, а з більшими числами – у випадках, що зводяться до дій в межах 1000;
· виконувати письмове додавання і віднімання багатоцифрових чисел, перевірку правильності обчислень;
· виконувати письмове множення і ділення багатоцифрових чисел на одноцифрове і двоцифрове числа, перевірку правильності обчислень;
· обчислювати значення числового виразу, що містить три-чотири дії (з дужками і без них); визначати числове значення найпростішого буквеного виразу при заданих числових значеннях букв, що входять до нього;
· розпізнавати та зображати на папері в клітинку за допомогою циркуля і лінійки найпростіші геометричні фігури (точка, відрізок, ламана, коло, круг, многокутник).
Будувати відрізок даної довжини. Вимірювати довжину відрізка. Знаходити суму довжин сторін і площу прямокутника (квадрата). Розв’язувати задачі на дві-три дії (на додавання, віднімання, множення і ділення). Основний обсяг програми з математики початкової школи становить навчальний матеріал першої змістової лінії – числа і дій над ними. У 1 класі вивчаються лічба, додавання і віднімання чисел у межах 100. Уводиться число 0 і дії додавання і віднімання з нулем, факт неможливості ділення на нуль; усна нумерація чисел у межах 100, розв’язування задач на дві дії першого ступеня, які включають поняття «більше на», «менше на» або розв’язування яких спирається на додавання числа до суми чи віднімання числа від суми. Вводяться знаки «>», «<», «=». У 2 класі продовжується вивчення додавання і віднімання чисел у межах 100, вводяться дії множення і ділення, таблиця множення і відповідні випадки табличного ділення, множення на нуль, множення і ділення нуля, неможливість ділення на нуль; множення і ділення суми на число; усні прийоми позатабличного множення і ділення, обчислення числових виразів на дві, три дії, що містять дужки і без них; порядок дій, ділення з остачею. Вивчаються також усна і письмова нумерація в межах 1000, порозрядне значення цифр у запису трицифрових чисел: усне виконання всіх чотирьох дій чисел у випадках, які зводяться до дій у межах 100 (вигляду 54 + 30; 67 + 6; 48 + 12; 84 – 29; 20 – 4; 56 : 7 тощо). Розв’язуються прості та складені задачі на всі чотири дії. У 3 класі вивчаються читання і запис чисел в межах 1000 000, усне виконання всіх чотирьох дій, які зводяться до дій в межах 1000 (вигляду 300 + 600; 240 + 20; 560 : 7 тощо). Письмове додавання і віднімання. Розв’язування простих і складних задач (на дві-три або й на всі чотири арифметичні дії). Зміст другої змістової лінії обмежується формуванням понять про числові вирази і обчислення їх та знаходження значень буквених виразів (вигляду а + 25;    а – 34; а + b; а – b, а • b; а : b; b : 3), якщо задано числові значення букв.
Починається підготовча робота до вивчення рівнянь і нерівностей. Уже в 2 класі учні розв’язують рівняння вигляду х + 7 = 15; х – 9 = 14;            18 – х = 12; х • 7 = 42; х : 8 = 4; 56 : х = 8 добором та на основі взаємозв’язків між компонентами і результатами дій.
Лінія геометричних фігур та їх властивостей розвивається на наочно-оперативному рівні в плані підготовки до вивчення систематичного курсу геометрії в 7–11 класах. Уже в 1 класі розглядаються різні види многокутників, учні вчаться розрізняти їх елементи (вершини, сторони, кути). У 2 класі вивчають прямі і непрямі кути, прямокутники, квадрат, визначають суму довжин сторін многокутника. У 3 класі знову розглядають многокутники, позначають точки, відрізки і кути буквами, учні дістають уявлення про площу многокутника, одиниці вимірювання площі, розв’язують задачі на визначення площі прямокутника, квадрата. У початковій школі досить інтенсивно розвивається лінія геометричних величин, їх вимірювання і обчислення (вимірювання довжин відрізків, обчислення площ прямокутника і квадрата), вивчаються одиниці вимірювання різних величин. Геометричні побудови виконуються у зв’язку з побудовою відрізка даної довжини, зображенням на папері у клітинку відрізків, ламаних, трикутників, чотирикутників, многокутника, кола.
У програмі курсу математики 5–6 класів перша змістова лінія (числа і дії над ними) розвивається далі у зв’язку з повторенням, систематизацією і узагальненням, а також з певним розширенням, одержаних у початковій школі відомостей про натуральні числа і дії над ними. Зокрема, навички читання, запису і порівняння багатоцифрових чисел поширюються в межах мільярда. Дії виконуються над багатоцифровими числами, вводяться правила округлення натуральних чисел, десяткових дробів. Множина натуральних чисел і нуля розширюється: вивчаються дробові числа (звичайні і десяткові дроби, проценти), розглядаються ознаки подільності і пов’язані з подільністю поняття найбільшого спільного дільника (НСД) і найменшого спільного кратного (НСК), вивчаються додатні і від’ємні числа та дій над ними. Лінію виразів і перетворень представлено в програмі буквеними виразами і обчисленням їх значень, введено поняття формули. Вивчаються найпростіші перетворення виразів: розкриття дужок, зведення подібних доданків. Лінія рівнянь і нерівностей розширюється у зв’язку з тим, що учні, вже починаючи з 5 класу, розв’язують лінійні рівняння не тільки на основі залежності між результатами арифметичних дій і їхніми компонентами, а і на основі властивостей рівностей і рівнянь (можливості перенесення членів з однієї частини рівняння в іншу). У 6 класі учні вперше ознайомлюються з розв’язуванням текстових задач за допомогою рівнянь. Вони мають справу з числовими нерівностями, використовують знаки «>», «<», порівнюючи раціональні числа.                      У 5–6 класах програма передбачає функціональну пропедевтику (підготовчу роботу до явного введення означення функції в курсі алгебри 7 класу). У 5 класі учні знайомляться з діаграмами, виконують обчислення за формулою, що є не чим іншим, як обчисленням значення функції для виразу з однією змінною.
У зв’язку з вивченням у 6 класі пропорції вводиться поняття про пряму й обернену пропорційність величин. Вивчається прямокутна система координат, розглядаються приклади залежностей.
Геометричний матеріал у 5–6 класах, маючи пропедевтичний характер, розширює уявлення учнів про геометричні фігури та деякі їх властивості. Крім відомих вже фігур (точка, відрізок, трикутник, прямокутник, коло, круг) вводяться поняття куга, перпендикулярних прямих, куба, прямокутного паралелепіпеді, кулі. Учні виконують лінійкою і косинцем побудову перпендикулярних і паралельних прямих, будують кути заданої величини за допомогою транспортира, зображують прямокутний паралелепіпед, куб, кулю.Лінія геометричних величин, їх вимірювання і обчислення розвивається у зв’язку з введенням понять про градусну міру кута і вимірювання кутів транспортиром, об’єму прямокутного паралелепіпеді, куба, формул довжини кола і площі круга та їх обчислення.
У 5 класі програма передбачає введення початкових відомостей про калькулятор і виконання за його допомогою чотирьох арифметичних дій.
У курсі алгебри основної школи перша змістова лінія розвивається у зв’язку з удосконаленням обчислювальних навичок під час розв’язування рівнянь, нерівностей, обчислення значень виразів. Відомі числові множини розширюються при введенні у 8 класі поняття ірраціонального числа і множини дійсних чисел. Лінія тотожних перетворень становить значний обсяг програми. У 7 класі вводяться поняття степеня з натуральним показником, одночлена, многочлена, тобто цілих алгебраїчних виразів. Вивчаються прямі й обернені тотожні перетворення цілих виразів: зведення одночленів і многочленів до стандартного вигляду (шляхом зведення подібних доданків), множення одночлена на многочлен, двох многочленів та обернене перетворення (розкладання многочленів на множники). Вивчаються формули скороченого множення та їх застосування. У 8 класі вивчаються раціональні дроби, вводяться поняття дробу, основної його властивості, додавання, віднімання, множення і ділення дробів, тотожні перетворення раціональних (дробових) виразів. У зв’язку з введенням поняття квадратного кореня вивчаються його тотожні перетворення (винесення множника з-під знака кореня, обернене перетворення). Учні вчаться звільнятись від ірраціональності у виразах. У 9 класі програма передбачала вивчення тотожних перетворень тригонометричних виразів, але тепер ця тема знята.
Лінія рівнянь і нерівностей розширюється введенням у 7 класі означень лінійного рівняння з одним невідомим, кореня рівняння, системи лінійних рівнянь, розв’язування лінійних рівнянь та текстових задач методом складання рівняння. У 8 класі вивчаються квадратні рівняння, вводиться означення числової нерівності, доводяться властивості числових нерівностей. Вивчення теми «Нерівності» завершується введенням поняття лінійної нерівності з однією змінною, системи таких нерівностей та їх розв’язуванням.
У 9 класі передбачене розв’язування рівнянь третього і четвертого степенів за допомогою розкладання на множники і введення допоміжної змінної. Вводяться поняття рівняння з двома невідомими та його графіка, рівняння кола, розв’язування систем, які поєднують два рівняння першого і другого степенів. Систематично розв’язуються текстові задачі методом складання рівнянь.
Лінію функцій в 7 класі подано окремою темою. До неї вводяться означення функції, області її визначення, способів завдання графіка. У зв’язку з введенням степеня з натуральним показником вивчаються функції у = [image: 1], у = [image: 2]та їхні графіки. 
У 9 класі під час вивчення квадратичної функції у = [image: 3]розширюються теоретичні відомості про функції. Знову розглядається означення функції, вводяться означення зростання і спадання функції; парні і непарні функції. Вводиться поняття про числову послідовність як функцію натурального аргументу і вивчаються арифметична та геометрична прогресії як окремі види числових послідовностей.
Підготувати до вивчення елементів статистики і теорії ймовірностей можна вже з 5 класу в системі вправ (складання та аналіз діаграми таблиць). У курсі алгебри 9 класу передбачене введення перших відомостей про статистику і способи подання даних, початкові поняття про гістограму розподілу значень, частоту, середнє значення. Тут можуть вивчатися перестановки, розміщення і комбінації без повторень, поняття про ймовірність, сприятливі випадки, незалежні випробування, множення ймовірностей, найпростіші приклади підрахунку ймовірностей. Введення комбінаторики і елементів стохастики за рахунок відмови від розгляду в 9 класі теми «Тригонометричні вирази і їх перетворення» і вивчення їх в 10 класі перед вивченням тригонометричних рівнянь. Досвід свідчить про те, що без застосування цих формул і перетворень до розв’язування рівнянь і доведення тотожностей матеріал вивчається формально і швидко забувається. У систематичному курсі геометрії (планіметрії) 7–9 класів розвиваються всі п’ять змістових ліній на дедуктивній основі. Тут вивчаються властивості всіх основних фігур на площині (точка, пряма, відрізок, пряма, кут, коло, круг, перпендикулярні й паралельні прямі, трикутники, їх рівність і подібність, чотирикутники, їх види, многокутники). Лінію геометричних побудов репрезентовано в 7 класі основними задачами на побудову циркулем і лінійкою, поняттям про геометричне місце точок та методом геометричних місць. Задачі на побудову слід розв’язувати, вивчаючи наступні теми курсу, зокрема геометричні перетворення, чотирикутники, многокутники у 8 і 9 класах. Вивчення геометричних перетворень передбачене у 8 класі (рухи: осьова та центральна симетрія, поворот, паралельне перенесення) та в 9 класі (перетворення гомотетії подібності).
Метод координат з елементами аналітичної геометрії вводиться у 8 класі, а вивчення векторів на площині – в 9 класі. У курсі планіметрії відомі вже учням геометричні величини вивчаються на дедуктивній основі. Тут знову розглядаються довжина відрізка та її властивості (у підручниках це – первісне поняття, властивості якого формулюються системою аксіом), нерівність трикутника, відстань між точками, між точкою і прямою, паралельні прямі. Передбачене вивчення величини кута та його властивостей, вимірювання центральних і вписаних кутів, довжини кола і дуги, площ прямокутника, трикутника, паралелограма, трапеції, площі круга та поняття про площу довільної фігури. Під час вивчення геометричних величин доводять значну кількість тверджень.
10–11 класи. У традиційному курсі алгебри і початків аналізу в курсі А подальше розширення числових множин не передбачене. Проте в класах з поглибленим вивченням математики передбачене вивчення комплексних чисел. Тотожні перетворення виразів виконуються у зв’язку із спрощенням тригонометричних виразів, розв’язуванням тригонометричних рівнянь, доведенням тотожностей, вивченням логарифмів, ірраціональних виразів. Лінія рівнянь і нерівностей розвивається під час вивчення у 10 класі тригонометричних, а в 11 класі – ірраціональних, показникових і логарифмічних рівнянь, нерівностей та їх систем. Найбільшою за обсягом в курсі алгебри і початків аналізу є лінія функцій. Вона охоплює вивчення в 10 класі тригонометричних, а в 11 класі – степеневої, показникової і логарифмічноі функцій і тем «Похідна» і «Інтеграл», які завершують вчення про функцію в школі. У курсі стереометрії вивчаються властивості фігур у просторі (паралельність і перпендикулярність прямих і площин, многогранники і тіла обертання). Геометричні побудови включають уявні і безпосередні побудови і застосовуються у разі зображення просторових геометричних фігур і побудови перерізів многогранників і тіл обертання площиною.
Програми з математики основної і старшої школи передбачають навчальний час на поточне та підсумкове повторення курсів наприкінці 10 та 11 класів. Досягнення обов’язкових результатів навчання. Ця проблема виникла через необхідність забезпечення якісної загальноосвітньої підготовки всіх школярів, створення максимально сприятливих умов для їхнього розвитку, навчання і виховання. Традиційна методична система навчання була орієнтована на якнайвищий рівень засвоєння всіма учнями змісту будь-якої дисципліни і математики зокрема. Проте шкільна практика свідчить, що це завдання – нереальне. Через індивідуальні особливості різні учні мають різні можливості щодо рівня і якості засвоєння програмового матеріалу. Частина з них не встигає, потребує постійної педагогічної підтримки, диференціації вимог щодо рівня засвоєння програмового матеріалу. Відсутність такої диференціації призводить до дискомфорту в самооцінці окремих учнів, збайдужіння до навчання, негативного ставлення до школи, розвитку почуття власної неповноцінності. Орієнтація на високий рівень засвоєння матеріалу з усіх предметів шкодить і тим, хто добре навчається, обдарованим учням, оскільки призводить до перевантаження, заважає виявленню здібностей і задоволенню потреб працювати більше над обраним предметом. Тенденція постійно працювати, орієнтуючись на слабкого і середнього учнів, призводить до недовантаження сильніших, гальмує їхній розвиток, знижує інтерес до навчання. Із цим часто пов’язане порушення трудової дисципліни учнів на уроці. До того ж, коли протягом багатьох років пропонований рівень вимог був недосяжний для значної частини учнів, рівень цих вимог об’єктивно починає знижуватися. Це спричиняє до зниження якості підготовки і сильніших учнів. Щоб усунути згадану суперечність, треба було чітко виділити рівень математичної підготовки, обов’язковий для кожного учня (освітній стандарт), і на цій основі здійснити рівневу диференціацію навчання. Для тих, хто не встигає з математики і не цікавиться нею, має бути забезпечене право не йти далі, а забезпечити можливість продовжувати навчання з математики та інших предмет. Водночас на основі безумовного досягнення обов’язкового рівня математичної підготовки слід створити умови для розвитку, підвищеного рівня навчання тих, хто має здібності і цікавість до математики, чия сфера майбутньої трудової діяльності буде пов’язана з математикою.
Із 1986 по 1992 року в загальноосвітніх школах колишнього СРСР була проведена спроба впровадження, розроблених АПН обов’язкових результатів навчання з математики. У цій роботі активну участь брала і Україна. Набутий досвід виявився корисним на сучасному етапі реформування системи освіти в Україні, де в 1996–1998 роках були підготовлені проекти державного стандарту з базових предметів загальноосвітніх шкіл. Державний освітній стандарт з математики складається з чотирьох розділів.
Розділ1. «Державний базисний навчальний план», у якому визначено кількість тижневих годин на математику на кожному ступені навчання (початкова, основна, старша школи).
Роздій 2. «Обов’язковий мінімум змісту навчання», тобто те, що держава надає учню для обов’язкового засвоєння за ступенями навчання і за основними змістовими лініями. Важливо зазначити, що до проекту стандарту ввійшли не всі змістові лінії:
– числа та дій над ними;
– вирази та їх перетворення;
– рівняння та нерівності;
– функції і початки аналізу;
– елементи теорії множин та комбінаторики;
– елементи стохастики (початки теорії ймовірностей та елементи статистики);
– геометричні фігури та їх властивості;
– вимірювання геометричних величин, обчислення їх значень.
Розділ 3. «Вимоги до математичної підготовки» до змісту, зазначеному в розділі 2. Тут представлено мінімальні вимоги до Підготовки учнів, що оцінюються балом «6» або «зараховано» (нижня межа оцінювання).
Розділ 4. «Оцінювання виконання вимог стандарту». Тут представлено підходи до змісту і видів перевірки математичної підготовки школярів в умовах введення стандартів (перевірка роботи різних видів, тести, опитування, контрольні роботи).
Рівень обов’язкової підготовки конкретизується загальними вимогами до кожного елементу знань і зразками типових прикладів і задач, що має розв’язувати кожен учень.
Освітній стандарт – це не програма з математики, а лише основа, на якій розроблятиметься пакет різнорівневих програм і створюватимуться нові підручники. У них має бути передбачений не лише обов’язковий мінімум змісту, а і підвищений і поглиблений рівні. 
Питання для самоконтролю:
1. Розкажіть історію реформ математичної освіти.
2. Назвіть нормативні документи, на які спирається вчитель математики.
3. У чому полягає відмінність між викладанням математики в різних типах закладів загальної середньої освіти?

Лекція №3. Математичні поняття і терміни. Означення і класифікація математичних понять

План лекції
1. Види математичних понять.
2. Терміни, символи, означення.
3. Систематизація та класифікація математичних понять.
4. Методика формування математичних понять.

Кожна наука і кожний навчальний предмет оперує певним колом властивих їм понять.
Поняття – це форма мислення, в якій відображаються загальні істотні й відмінні (специфічні) властивості і особливості певних предметів або явищ дійсності. Термін «поняття» звичайно вживають для позначення розумового образу певного класу об’єктів, процесів об’єктивної реальності або нашої свідомості. Математичні поняття відображають у нашому мисленні просторові форми та кількісні відношення дійсності, абстрагуючись від реальних ситуацій. Кожне поняття має свій обсяг і зміст.
Обсяг поняття – це множина об’єктів, які охоплюються цим поняттям.
Зміст поняття – це множина суттєвих спеціальних властивостей (характеристична властивість), притаманних усім об’єктам, що належать до поняття. Наприклад, обсяг поняття «паралельні прямі простору» – всі можливі паралельні прямі простору, а зміст поняття – сукупність двох загальних суттєвих властивостей (лежати в одній площині і не перетинатися), кожна з яких необхідна і лише обидві разом достатні для того, щоб дві прямі простору були паралельними.
Між змістом і обсягом понять існує така залежність: чим менший обсяг поняття, тим більший його зміст. Наприклад, поняття «лінійна функція» має менший обсяг, ніж поняття «функція», оскільки кожна лінійна функція є функцією, але не будь-яка функція е лінійною.
Коли обсяг одного поняття становить частину обсягу другого, то перше поняття називають видовим, а друге – родовим. Поняття «функція» – родове, а «лінійна функція» – видове. Схематично співвідношення між родовим і видовим поняттями можна зобразити у вигляді схеми – діаграм Ейлера-Венна (рис. 2.2). Кожному математичному поняттю відповідає здебільшого один термін, а окремі з них мають відповідні термінам символи (Д, %, y’(х), >, <, =, ||, +, –, а", V",.). Термін не можна ототожнювати з поняттям, яке йому відповідає, так само як не можна ототожнювати число і цифру, що його позначає.
[image: image002]
2.2 Співвідношення між родовим і видовим поняттями у вигляді схеми – діаграм Ейлера-Венна.

У шкільному курсі математики вивчають три види понять:
1) первісні (неозначувані);
2) означувані;
3) поняття, які вводяться шляхом описування, на прикладах.
Означенням називають речення, в якому в мовній або символічній формі перелічуються загальні суттєві властивості, тобто розкривається зміст поняття.
У математиці, зокрема, використовують різні способи означення понять. Найпоширеніший з них – означення через найближчий рід і видову ознаку Наприклад, ромб – це паралелограм, у якого всі сторони рівні. У цьому означенні поняття «паралелограм» – найближчий рід, а ознака «всі сторони рівні» – видова ознака. У геометрії часто використовуються конструктивні означення, в яких зазначається спосіб утворення поняття.
В алгебрі є означення через перелік. Наприклад, раціональні та ірраціональні числа разом називають дійсними числами.
Означення – це твердження, які приймаються за домовленістю. Тому немає сенсу говорити, істинні вони чи хибні. Вони правильні або неправильні Останнє означає, що зміст і обсяг поняття збігаються або не збігаються.
До означення висувається низка вимог. Найважливіші з них такі:
1. Відсутність порочного кола. Це означає, що поняття, яке означається, не повинне явно чи неявно міститись у тому понятті, через яке воно означається. Наприклад, школи намагаються сформулювати означення наближеного числа так: число, яке неточно, тобто з похибкою, виражає значення величини або деякого числа, називається наближеним. За іншим означенням, похибка – це різниця точного і наближеного чисел. Ще один приклад. Взаємно перпендикулярні прямі означаються як прямі, які утворюють прямий кут. Водночас прямий кут означається як такий, у якого сторони взаємно перпендикулярні.
2. Відсутність омоніма. Це означає, що кожний термін (символ) має траплятися не більше одного разу як такий, що відповідає означуваному поняттю. У разі порушення цієї вимоги один і той самий термін (символ) позначатиме різні поняття.
3. Означення не повинно містити означуваних понять, які ще не означались.
Процес означення математичних понять – це процес зведення означуваного поняття до другого, з більш широким обсягом, другого – до третього з ще ширшим обсягом тощо. Оскільки такий процес не може бути нескінченним, виникає потреба у первісних поняттях, яким не дається означення.
У шкільному курсі математики до таких понять належать поняття: натуральне число, множина, точка, пряма, площина, відношення «належати», «лежить між», довжини відрізка, градусної міри кута.
Хоч первісні поняття не означаються явно через інші поняття, проте їх зміст розкривається через систему аксіом. Наприклад, в аксіомах планіметрії розкриваються основні властивості первісних понять – точки, прямої тощо. Тому систему аксіом розглядають як неявне, непряме означення первісних понять.
Систематизація і класифікація навчального матеріалу, зокрема математичних понять, допомагають учням глибше усвідомити зв’язки між поняттями, їхніми властивостями і відношеннями, чіткіше уявити структуру навчального матеріалу і математики в цілому. Усвідомлення системи математичних понять, суджень і умовиводів особливо важливе в разі дедуктивної побудови теорії, насамперед шкільного курсу геометрії.
Система (від грецького – ціле, складене з частин) – сукупність, об’єднання взаємопов’язаних і розташованих у певному порядку елементів (частин) якого-небудь цілісного утворення.
Систематизація – розміщення матеріалу в певному порядку, певній послідовності. Наведемо приклад застосування систематизації в разі формування поняття графіка лінійного рівняння ах + bу = с.
Систематизацію навчального матеріалу зручно подати у формі таблиці Аналізуючи таблицю, в якій систематизовано весь навчальний матеріал, можна помітити, що графіком лінійного рівняння з двома невідомими є пряма тоді і лише тоді, коли хоча б один з коефіцієнтів а чи в не дорівнює 0; якщо а = 0, b = 0, то графіком є порожня множина точок, а коли всі параметри одночасно дорівнюють 0, графіком є множина всіх точок координатної площини.
Класифікація – розподіл об’єктів за класами, залежно від їх загальних ознак. У термінах теорії множин класифікація – це розбиття множини об’єктів на підмножини, які не перетинаються.
Ознаку, за якою здійснюється поділ поняття, називають основою поділу. Обсяг одного й того самого поняття можна ділити на підмножини по-різному залежно від обраної основи. Наприклад, якщо в основу класифікації трикутників покласти величину кута, то трикутники можна поділити на гострокутні, прямокутні, тупокутні, а якщо – співвідношення між сторонами, то множину трикутників можна поділити на дві підмножини – різносторонні трикутники і рівнобедрені трикутники. Засвоєння математичних понять відбувається формуванням понять у процесі аналітико-синтетичної діяльності учнів, спрямованої на виділення суттєвих загальних властивостей певного поняття і усвідомлення несуттєвих властивостей, а також на застосування нового поняття до розв’язування задач. У структуру пізнавальної діяльності учнів щодо засвоєння математичних понять входять як загальні (аналіз, синтез, порівняння, абстрагування, узагальнення тощо), так і специфічні розумові дій (дій підведення під поняття і обернена їм дія – виведення наслідків). Коли вивчаються паралельні прямі в планіметрії, то, виділяючи (аналіз) пари прямих, учні порівнюють їх і після з’ясування суттєвого спільного в парах об’єднують (синтез) пари за цими спільними суттєвими властивостями, відволікаючись від несуттєвого в них (відстань між прямими, їх розташування на площині) (абстрагування). На стадії введення терміна і символу закінчується узагальнення при формуванні поняття «паралельні прямі». Коли використовується абстрактно-дедуктивний метод навчання при формуванні нового поняття, вчитель формулює означення сам, наводить приклади об’єктів, що належать до цього поняття, виділяє суттєві спільні властивості і зазначає несуттєві. Наприклад, вводячи поняття «тотожно рівні вирази», вчитель повинен сам сформулювати означення (два вирази, відповідні значення яких рівні за будь-яких значень змінних, називають тотожно рівними) і навести приклади тотожно рівних виразів і таких, які не є ними. Суттєвою спільною властивістю тотожно рівних виразів є рівність їхніх відповідних числових значень за будь-яких однакових значень змінних. Несуттєвим є кількість змінних, що входять до виразу, форма виразів. Труднощі засвоєння понять учнями, які слабко встигають, пояснюються передусім невмінням виділяти суттєві властивості об’єктів і абстрагуватись від несуттєвих.
У зв’язку з цим учні роблять неправомірні узагальнення або, іншими словами, генералізацію несуттєвих властивостей (надання їм ролі суттєвих). Суттєвими для них стають яскраві властивості, які виступають на перший план саме тоді, коли фігури розміщені на рисунку стандартно. Ще один приклад. Окремі учні вважають, що зовнішній кут трикутника завжди тупий, більший за внутрішній, суміжний з ним. Така ситуація складається, коли вчитель обмежується прикладами лише гострокутних трикутників.
Перше первісне поняття, з яким учні стикаються ще в початковій школі, є поняття «натурально число» (числа 1, 2, 3, ..., що вживаються при лічбі предметів, називаються натуральними числами). Це твердження не є означенням. По-перше, насправді в цьому твердженні йдеться лише про введення терміна, який вживається для назви чисел, що одержуються під час лічби. По-друге, натуральні числа можна дістати і за вимірювання різних величин у випадку, коли одиниця вимірювання вміщується певну кількість разів у вимірюваній величині. Тому правильно було б сказати, що числа, які використовуються під час лічби предмета, дістали назву натуральних чисел. Взагалі, вводячи первісні поняття, вживати слово «називаються» не можна, у протилежному разі учні відповідні твердження з цим словом сприйматимуть за означення.
Ті відомості про натуральні числа, які подаються в 5 класі (порівняння натуральних чисел, існування найменшого числа і, відсутність найбільшого натурального числа, необмеженість натурального ряду чисел, записування натуральних чисел та ін.), дають учням уявлення про зміст цього поняття. Проте в повному обсязі зміст поняття «натуральне число» розкривається системою аксіом Пеано. Інтуїтивні уявлення про первісні поняття геометрії, у тому числі про такі поняття, як точка, пряма, площина, учні також дістають у початковій школі і в курсі математики 5–6 класів. На перших уроках геометрії в 7 класі розкриваються суттєві властивості понять «точка» і «пряма» через систему аксіом планіметрії. Тут учнів ознайомлюють з важливими неозначуваними відношеннями «належати» для точок і прямих, «лежить між» для трьох точок прямої.
Доцільно звернути увагу учнів на те, що поняття точки, прямої, площини походять від реально існуючих об’єктів довкілля. Наприклад, уявлення про пряму дає натягнута нитка, дріт, уявлення про точку – місце дотику олівця до паперу, крейди – до дошки, уявлення про площину – поверхня озера. Проте в геометрії ці фігури розглядають, нехтуючи такими властивостями, як розміри точки, товщина прямої, площини. Пряма в геометрії не має товщини і уявляється продовженою необмежено, хоча зображується у вигляді відрізка. Під час формування первісних понять геометрії важливо, щоб учні добре засвоїли термінологію, що стосується цих понять. Наприклад: «точки А і С лежать на прямій а», або, те саме, «точки А і С належать прямій а»; «прямі а і b перетинаються в точці С», або, те саме, «точка С є точкою перетину прямих а і b». Учні повинні усвідомити, що поняття «лежить між» стосується точок прямої. Доцільно не тільки ввести це поняття і проілюструвати на рисунку, а і розв’язати кілька вправ на підведення під це поняття. Зокрема, можна запропонувати учням указати точки, які лежать між двома іншими точками. У цьому разі доцільно взята не тільки точки прямої, а і точки довільних ліній, наприклад кола, ламаної.
Якщо запропонувати учням позначити точку К, яка лежить між даними точками А і В прямої, то деякі учні можуть поставити точку К посередині відрізка АВ. Це пов’язано з тим, що так розуміють це поняття в життєвій практиці. Учням треба пояснити, що в геометрії точкою, що лежить між точками А і В, є не лише та, що лежить посередині відрізка АВ, а і будь-яка точка цього відрізка, що розташована правіше від А і лівіше від В. Дехто з учнів може назвати точку С кола такою, яка лежить між точками А і О цього кола. Учні повинні вміти обґрунтувати неправильність такої відповіді, відмежувати сформоване на життєвому досвіді поняття «лежати між» від наукового, геометричного поняття. На першому уроці стереометрії 10 класі доцільно пояснити походження і роль первісних понять.
Кілька понять через означення вводяться вже означувані поняття в курсі математики 5–6 класів. Це такі поняття, як розгорнутий кут, квадрат, правильний дріб, неправильний дріб, середнє арифметичне, процент, дільник даного числа, кратне даному числу, найбільший спільний дільник, найменше спільне кратне, пропорція, паралельні прямі, перпендикулярні прямі тощо. Означаються обернені арифметичні дії.
У систематичних курсах алгебри і геометрії переважна більшість нових понять означається. Наприклад, тотожно рівних виразів, тотожності, тотожне перетворення виразів, корінь рівняння, лінійне рівняння з одним невідомим, функція, многочлен, степінь многочлена, відрізок, промінь, коло, трикутник, паралельні прямі в просторі, многогранник тощо. Вводячи означення математичних понять, треба враховувати, наскільки відомі й зрозумілі учневі певного віку ті суттєві властивості, які розкривають зміст нового поняття. Чим абстрактніше поняття, чим складніша логічна структура його означення, тим гостріша потреба в попередньому введенні поняття на інтуїтивному рівні, у поясненні властивостей, які увійдуть в означення. Це стосується насамперед таких понять, як границя числової послідовності, границя функції, неперервність функції, похідна. Під час підсумкового повторення в 9 класі або на перших уроках стереометрії, коли пояснюється логічна будова геометрії, варто звернути увагу учнів на принципову можливість різних означень того самого поняття залежно від вибору суттєвих властивостей, що входять в означення. Це можна пояснити на прикладі паралелограма. Водночас не можна допускати, щоб в учнів склалося уявлення про довільність введення математичних понять взагалі та їх означень зокрема. Треба показати учням приклади обґрунтування доцільності введення саме такого, а не іншого означення певного поняття. Наприклад, під час введення поняття степеня з нульовим і від’ємним показниками доцільність означень, що вводяться, спричинена потребою поширити правила дій над степенями з натуральним показником на степені з нульовим і цілим від’ємним показниками.
Тому краще прийняти таке означення степеня з нульовим показником: степінь з показником «нуль» будь-якого числа, відмінного від нуля, дорівнює одиниці. Скорочено: а = 1 при а # 0. Вираз 0 не має смислу. Так само вводиться означення степеня з цілим від’ємним показником.
Переважна більшість математичних понять вводиться описово, на прикладах. Наприклад, у 5 класах вводяться поняття числового та буквеного виразів, відрізка, кута, трикутника, звичайного дробу, десяткового дробу, прямокутного паралелепіпеда. У 6 класах так вводяться поняття простого і складного чисел, кола, кругового сектора, кута, від’ємного числа, додатного числа, числової прямої, прямокутної системи координат, коефіцієнта, подібних доданків.
Наприклад, у 7 класі на уроках алгебри вводяться поняття одночлена і його стандартного вигляду на кількох прикладах. При цьому звертається увага на те, що наведені вирази є добутком чисел, змінних і їх степенів, тобто фактично розкривається суттєва властивість одночленів. Вводячи поняття «геометрична фігура» на першому уроці геометрії в 7 класах, недоцільно обмежуватися лише малюнками фігур, запропонованих у підручнику. Варто показати учням моделі різних планіметричних фігур і геометричних тіл. Серед них мають бути, наприклад, трикутники, виготовлені з дроту, і плоскі трикутники, вирізані з паперу або картону, коло, круг, паралелепіпед, куля. Варто звернути увагу на те, що обидва трикутники, коло, круг можуть розміститися в площині всіма своїми точками, а паралелепіпед і куля – ні. Ці перші уявлення про особливості різних геометричних фігур сприятимуть свідомому засвоєнню інших властивостей під час наступного вивчення курсу геометрії. У процесі формування математичних понять учні допускаються помилок при самостійному знаходженні суттєвих властивостей, коли поняття формується конкретно-індуктивним методом, і при формулюванні означень, коли їх уже введено. При цьому учні часто випускають деякі суттєві властивості або умови, невдало вибирають або взагалі пропускають родове поняття тощо. Найефективніше названі помилки виправляються за допомогою контрприкладів, які допомагають не тільки краще усвідомити суттєві властивості понять, а й міцніше запам’ятати їх. Одним з провідних принципів педагогічної психології є принцип єдності знань і дій. Однак існують два роди знань: знання про предмети і явища навколишнього світу (а отже, і про поняття), і знання про дії, які з ними потрібно виконувати. Недоліком традиційного і сучасного навчання математики є недостатня увага до знань другого роду. Часто учні, які добре знають означення математичних понять, не вміють застосовувати їх до доведення теорем і розв’язування задач, у тому числі й прикладного змісту. Тому дії, адекватні знанням, зокрема поняттям, мають стати не тільки засобом, а і предметом засвоєння. 3 погляду застосування понять важливу роль відіграють такі розумові дії, як «дія підведення під поняття» («дія розпізнавання») та обернена їй дія – відшукання наслідків. Остання означає, що від факту належності об’єкта до поняття приходять до системи властивостей, які має цей об’єкт. Потрібна спеціальна система вправ на підведення об’єктів під поняття. Для встановлення факту належності об’єкта до певного поняття треба перевірити наявність у об’єкта сукупності необхідних і достатніх властивостей. Якщо при цьому виявиться, що об’єкт не має хоча б однієї із суттєвих властивостей, роблять висновок, що до даного поняття він не належить. При цьому можна використовувати не тільки означення, а і теореми, що виражають властивості понять, які еквівалентні означенням у тому розумінні, що властивості понять, які стверджуються в них, можуть бути покладені в основу означень. Наприклад, для встановлення належності чотирикутника до паралелограмів можна скористатися означенням паралелограма і теоремою про його ознаку. Разом вони являють собою еквівалентні системи необхідних і достатніх ознак. Перелік операцій, що входять до складу дій підведення під поняття у випадку, коли суттєві властивості пов’язані сполучником «і» або сполучником «або», можна задати у вигляді навчального алгоритму.
Питання для самоконтролю:
1. Що називається поняттям?
2. Охарактеризуйте обсяг і зміст поняття, їх залежність.
3. Наведіть приклади видових і родових понять.
4. Що називається систематизацією і класифікацією математичних понять?
5. Назвіть вимоги до означення.

Лекція № 4. Теореми та аксіоми. Методика доведення теорем. Методика вивчення доведень у закладі загальної середньої освіти

План лекції
1. Теореми та аксіоми. 
2. Види теорем.
3. Необхідні та достатні умови.
4. Методи доведення.

Вивчення теорем і їх доведень в курсах геометрії і алгебри починається із 7 класу і посідає значне місце в навчальному матеріалі. Наприклад, лише в курсі геометрії 7 класу паралельні підручники містять по 18 теорем. Крім того, в них  передбачено значну кількість задач на доведення, які в традиційних підручниках геометрії відігравали роль теорем. Учні виконують доведення як складову частину розв’язування задач на побудову.
Теореми і їх доведення розвивають логіку мислення учнів, просторові уявлення та уяву, вчать методам доведення, сприяють усвідомленню аксіоматичної побудови математики. Доведення дають змогу учням засвоїти евристичні прийоми розумової діяльності, формують позитивні  якості особистості, зокрема обґрунтованість суджень, стислість, чіткість висловлення думки. Які ж вимоги програми до математичної підготовки учнів, що стосуються теорем і доведення їх?
На рівні обов’язкового мінімуму програма вимагає від учнів розв’язувати типові задачі на обчислення, доведення і побудову, проводити при цьому доказові міркування, спираючись на теоретичні факти (аксіоми, теореми, означення).
Для виконання цих вимог учні повинні знати формулювання аксіом і основних теорем: ознаки рівності й подібності трикутників, ознаки паралельності прямих, теорему Піфагора, ознаки паралельності і перпендикулярності прямих і площин у просторі, властивості функції, ознаки монотонності, екстремуму, теореми про похідні, властивості первісної тощо.
Чи повинні учні знати всі доведення теорем? Під час вивчення  певної теми на рівні обов’язкових результатів навчання учні повинні знати формулювання теореми, основні етапи доведення, найважливіші обґрунтування і найпростіші застосування теореми; на рівні оцінки 4–5 вміти доводити і застосовувати теорему в складніших випадках.
Пам’ятати доведення вивчених теорем на кінець навчального року – вимога не обов’язкова. На усних екзаменах учні повинні знати на відповідних рівнях ті теореми, які включено до екзаменаційних білетів.
Теорему не можна вважати засвоєною, якщо учні не вміють застосовувати її до розв’язування типових задач.
У реальній шкільній практиці вчителі реалізують ці вимоги по-різному. Основними недоліками у вивченні теорем та їх доведень є формалізм у знаннях і вміннях учнів. Частина з них сумлінно виучує доведення теорем за підручником, але не може відтворити їх на зміненому положенні рисунка, з іншими буквеними позначеннями і, що найголовніше, часто не вміє застосовувати теорему в конкретних ситуаціях, посилається на теорему, замість того щоб посилатися на обернену їй, не вміє самостійно знаходити доведення теореми навіть у найпростіших випадках.
Основною причиною формалізму в навчанні теорем та їх доведень є те, що в підручниках доведення теорем звичайно викладено синтетичним методом, і учням залишається лише вивчити готове доведення. 
На уроці ж часто не організовується аналітико-синтетична діяльність учнів, спрямована на пошук доведення, учні не озброюються правилами-орієнтирами. методами доведень, прийомами розумової діяльності, що застосовуються в процесі пошуку доведень.
У математиці доводиться мати справу з висловленнями (або твердженнями), які доводяться (теореми, задачі на доведення), і такими, що їх домовляються приймати без доведення (аксіоми). Введення аксіом, як і первісних (неозначуваних) понять, пов’язане з дедуктивним характером побудови математики. Справді, доведення будь-якого твердження Т складається з тверджень, істинність яких обґрунтовується раніше доведеними істинними твердженнями Т. Оскільки низка раніше доведених тверджень не може бути нескінченною, виникає потреба в аксіомах, що в перекладі з грецької мови означає «повага», «авторитет». На основі аксіом, доведених раніше тверджень і означень доводять нові твердження (теореми, задачі на доведення).
Залежно від логічної структури теореми, як і будь-якого висловлення, розрізняють чотири їх види: прямі, обернені, протилежні, контрапозитивні (іншими словами, протилежні оберненим, або обернені протилежним щодо прямої теореми).
Запишемо пряму теорему у вигляді умовного висловлення.




«Якщо Р, то С», (1) де Р – умова теореми, С – висновок. Помінявши в теоремі (1) місцями умову і висновок, дістанемо обернену щодо (1) теорему: «Якщо С, то Р». (2) Замінюючи в теоремі (1) Р і С їхніми запереченнями  і , дістанемо протилежну щодо (1) теорему: «Якщо, то». (3)




Одночасно помінявши місцями в теоремі (1) умову і висновок Р і С і замінивши їх запереченнями  і , дістанемо контрапозитивну (протилежно обернену або обернену протилежній)  теорему щодо (1): «Якщо, то» . (4) Теореми (1)і (4), а також теореми (2) і (3) рівносильні.
Отже, якщо теорему (1) доведено, то немає потреби спеціально доводити теорему (4).
До теорем, в яких є кілька умов або висновків (складені теореми), можна сформулювати декілька обернених теорем. 3 них не всі можуть виявитися правильними.
Розглянемо теорему: «Якщо многокутник правильний, то навколо нього можна описати коло». Обернене твердження: «Якщо навколо многокутника можна описати коло, то він – правильний» не є справедливим твердженням. У цьому легко пересвідчитися за допомогою контрприкладу. Справді, коло можна описати і навколо прямокутника, і навколо рівнобічної трапеції, які не є правильними многокутниками.
Якщо з твердження «А» випливає твердження «В» і з «В» випливає «А» (символічно «А => В» і «В => А»), то твердження «А» і «В» називаються рівносильними і позначаються А <=> В. Наприклад, теореми «Якщо діагоналі чотирикутника перетинаються і точкою перетину діляться навпіл, то цей чотирикутник – паралелограм» і «Діагоналі паралелограма перетинаються і точкою перетину діляться навпіл» – рівносильні твердження. Це – правильні взаємно обернені теореми.
З відношенням слідування і рівносильності безпосередньо пов’язані три види умов, що стосуються умовних тверджень: необхідні достатні, необхідні і достатні.
Умова називається необхідною, якщо без її наявності висновок не може виконуватися. Наприклад, у твердженні «Якщо число закінчується парною цифрою, то воно ділиться на 2» умова «Якщо число закінчується парною цифрою» є необхідною умовою, бо число не може ділитися на 2, якщо воно не закінчується парною цифрою.
Умова називається достатньою, якщо за її наявності висновок обов’язково виконується. Наприклад, у твердженні «Якщо функція зростаюча або спадна на певній множині значень аргументу, то вона має обернену функцію на цій множині» умова зростання або спадання (тобто умова монотонності) є достатньою умовою для існування оберненої функцій до даної. Проте функція може мати обернену і тоді, коли умова монотонності не виконується, але кожного свого значення функція набуває лише для одного значення аргументу. 
Умова називається необхідною і достатньою, якщо без її виконання висновок не може виконуватись і в разі її виконання висновок обов’язково виконується. У випадку істинності прямої і оберненої теорем умова кожної з них є необхідною і достатньою.
Наприклад, кожна з умов двох взаємно обернених теорем щодо паралелограма, наведених вище, є умовою необхідною і достатньою.
Умови необхідні і достатні трапляються не тільки в теоремах, а і в означеннях понять. Наприклад, в означенні паралельних прямих простору є дві суттєві ознаки (лежати в одній площині і не перетинатися). Кожна з них є необхідною і лише разом вони достатні для того, щоб дві прямі простору були паралельні.
У шкільному курсі твердження, які містять необхідну і достатню умову, формулюють по-різному. Зокрема: «Для того щоб ..., необхідно і достатньо ...». У стверджувальному реченні вживають словосполучення «тоді і тільки тоді», «ті і тільки ті» та ін. Наприклад: «Для того щоб добуток двох або кількох співмножників, які є цілими раціональними виразами, дорівнював нулю, необхідно і достатньо, щоб принаймні один із цих співмножників дорівнював нулю»; 
У шкільному курс) математики учні ознайомлюються з такими основними методами доведень: синтетичним, аналітичним, аналітико-синтетичним (його інколи називають методом руху з двох кінців), методом доведення від супротивного, повної індукції, математичної індукції, методами геометричних перетворень (центральна симетрія, осьова симетрія, поворот, паралельне перенесення, гомотетія і подібність), алгебраїчним методом, окремими випадками якого є векторний і координатний. У сучасному шкільному курсі застосовано також методи математичного аналізу: метод границь, методи диференціального та інтегрального числення.
Аналітичний метод. До математики і методики її навчання історично увійшли два види аналітичних міркувань. Перший з них разом із синтетичним описав Евклід у своїх «Началах», хоча вони були відомі ще раніше Платону (428–348 до н. е.) та Аристотелю (384–322 до н. е.). Другий вид ввів Папп (ІІІ ст.).
Суть аналізу Евкліда можна пояснити на прикладі доведення нерівності.

Приклад. Довести нерівність:    
Міркуватимемо так.
1. Припустимо, що дана нерівність – правильна.




2. Виведемо з неї наслідки, а саме: помножимо обидві частини на  (0 за умовою). Дістанемо .


3. Перенесемо  в ліву частину останньої нерівності. Дістанемо    .

4. Запишемо ліву частину одержаної нерівності у вигляді квадрата двочлена: . Остання нерівність правильна за будь-якого а.
Отже, міркування тут проводились від того, що треба довести. При цьому з припущення правильності того, що треба довести (основа), виводились наслідки, ям привели до очевидної правильної нерівності (наслідку).

Такі аналітичні міркування і називають аналізом Евкліда. Проте цей аналіз не можна вважати доведенням, хоч ми й довели очевидну правильну нерівність, оскільки правильність наслідку ще не гарантує правильності основи. Справді, з хибної основи правильними міркуваннями можна дійти правильного наслідку. Наприклад, – а = а, де а = 0 – хибне твердження. Якщо піднести обидві частини цієї неправильної рівності до квадрата, дістанемо правильну рівність .
Перехід від істинності наслідку до істинності основи можливий тільки тоді, коли основа і наслідок –правильні взаємно обернені судження.
Саме з цієї причини аналіз Евкліда не можна вважати доведенням, і тому його називають інколи «недосконалим аналізом».




Синтетичний метод. Часто аналіз Евкліда допомагає знайти синтетичний метод доведення. У синтетичному методі доведення міркування проводиться від умови або від уже відомого твердження до доводжуваного. Якщо умову доводжуваного твердження (або відоме твердження) позначити буквою А, а висновок буквою В, то схема аналітичного методу матиме вигляд А —>— » — » ... — »  В.

Доведення нерівності    синтетичним методом виглядатиме так.


Нехай а  0. Відомо, що .

2. Запишемо ліву частину цієї нерівності у вигляді тричлена   .


3. Розділимо обидві частини останньої нерівності на. Дістанемо .

4. Перенесемо число – 2 у праву частину нерівності. Дістанемо , що і треба було довести. 

Недоліком синтетичного методу доведення в розглянутому прикладі є неможливість (коли не проведено аналізу Евкліда) здогадатися, що треба починати саме з нерівності.
У геометричних доведеннях синтетичним методом важко здогадатися про додаткову побудову, яку часто в процесі доведення треба виконати.
Правило-орієнтир пошуку доведення синтетичним методом за допомогою аналізу Евкліда можна задати так.
1. Припустити, що висновок (вимога) теореми (задачі на доведення) правильний.
2. Вивести з цього припущення всі можливі наслідки.
3. Переконатися, що одержаний висновок-наслідок є або очевидною, або встановленою раніше істиною.
4. Взявши одержаний істинний висновок за вихідне твердження, провести міркування у зворотному напрямку і перейти, якщо це можливо, до висновку про правильність доводжуваного твердження.
Синтетичний метод разом з аналізом Евкліда особливо зручно використовувати в разі доведення нерівностей.
Аналіз Паппа, на відміну від аналізу Евкліда, відповідає всім вимогам доведення, і тому його називають «досконалим аналізом», або аналітичним методом доведення. Папп так характеризує аналітичний метод доведення: в аналізі шукане вважається знайденим, і визначаємо, звідки воно держалось би, і далі), що передувало б цьому останньому, поки не дійдемо до чого-небудь відомого – того, що могло б стати вихідним пунктом.



Логічною основою аналітичного методу, як і синтетичного, є аксіома: з правильного твердження завжди випливає правильний наслідок. Схема міркувань буде такою: В <– <– ... < <– < <–А.
Відмінність аналізу Евкліда від аналітичного методу доведення (аналізу Паппа) полягає також у тому, що в аналізі Евкліда з припущення правильності доводжуваного виводяться необхідні умови (наслідки), а в аналітичному методі добираються достатні умови для виконання висновку доводжуваного твердження.
У шкільній практиці вчителі і деякі автори методичних посібників часто доводять твердження аналітичним методом, а після цього виконують обернений шлях міркувань, тобто доводять твердження синтетичним методом, хоч у ньому немає потреби. При цьому таке доведення безпідставно називають аналітико-синтетичним методом.
Аналітико-синтетичний метод. Цей метод полягає в тому, що пошук доведення починають аналітичним методом, але міркування не доводять до кінця, а, спиняючись на певному кроці, починають міркувати у зворотному напрямку, тобто з розгортання умови. Отже, далі доведення виконують синтетичним методом.
Наведемо приклад розв’язування задачі на доведення цим методом.
Задача. Довести, що у чотирикутника, описаного навколо кола, суми довжин протилежних сторін рівні (рис. 2.3).
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Рис. 2.3 Приклад чотирикутника.

Доведення. Щоб довести, що АВ + СО = ВС + АО, досить довести, що АМ + ВМ + СК + ОК = ОL + АL + ВN + СN, де М, М, К, L – точки дотиків кола і чотирикутника.
Розгорнемо умову теореми. За властивістю дотичних, проведених з однієї точки до кола, АМ = АL, ВМ = ВN, СК = CN, DK = DL.
Додавши ці рівності почленно, дістанемо АМ + ВМ + СК + DК = АL + ВN+ СN + DL, що й треба було довести.
У наведеному доведенні міркування проводились послідовно: то від висновку теореми, то від умови. Рух з протилежних кінців у загальному випадку проводиться доти, доки міркування не зустрінуться на спільному твердженні або на суперечливих висновках. Цей метод особливо зручний тоді, коли перетворення лише умови чи лише висновку теореми (задачі) не приводить до мети.
Метод доведення від супротивного. Цей метод вводиться вже в 7 класі на початку навчання курсу планіметрії. Його логічною основою є закон виключення третього: з двох супротивних тверджень одне завжди правильне, друге – неправильне, а третього бути не може. Завдяки цьому закону замість доведення певного твердження під час використання методу доведення від супротивного доводять, що супротивне йому твердження – неправильне, і на цій підставі роблять висновок, що правильне доводжуване. твердження. При цьому стосовно супротивного твердження проводять аналіз Евкліда, з нього виводять наслідки.
Після розгляду конкретних двох прикладів доведень методом від супротивного учні колективно можуть сформулювати його правило-орієнтир. Досвід показує, що правило-орієнтир методу доведення від супротивного корисно оформити у вигляді таблиці і вивішувати її кожного разу під час наступного вивчення курсу, коли доводиться використовувати цей метод.
Варто рекомендувати учням письмово оформляти доведення методом від супротивного у вигляді трьох кроків відповідно до наведеного правила-орієнтира; усні доведення теж будувати за цією схемою. Після введення методу доцільно дати зразок такого оформлення.
Метод математичної індукції. Це метод, логічною основою якого є принцип математичної індукції, взятий в шкільному курсі за аксіому.
Правило-орієнтир доведення методом математичної індукції складається з трьох кроків.

1. Перевірити правильність твердження для n = 1 або n = .

2. Припустити, що твердження правильне при n = к, де к, і довести, користуючись цим припущенням, що твердження правильне при n = к + 1, тобто для наступного значення n.

3. Зробити висновок, що на підставі принципу математичної індукції твердження правильне для будь-якого натурального n, де n.
Відомо, що будь-яке доведення – це дедуктивне міркування. Метод математичної індукції не є винятком, хоч історично в його назві є термін «індукція». 
Справді, на першому кроці в цьому методі виконується індуктивне міркування, але завдяки посиланню на загальне, раніше відоме твердження – принцип математичної індукції (аксіому) в третьому кроці, в цілому міркування, які проводяться в методі математичної індукції, дедуктивні.
Векторний метод. Векторний метод доведення геометричних тверджень полягає в тому, що їхні умови і вимоги перекладають на мову векторів. Одержані векторні рівності приводять до потрібного вигляду на основі властивостей операцій над векторами, а потім перекладають одержаний результат у зворотному напрямку – на мову геометрії.
Питання для самоконтролю:
1. Що називається теоремою?
2. Назвіть види теорем.
3. Наведіть приклади доведення методом математичної індукції.
4. Охарактеризуйте методи доведення теорем.

Лекція № 5. Роль математичних задач і їх види. Розв’язання задач. Методика розв’язання задач

План лекції
1. Функції задач у навчанні математики та їхні види.
2. Види задач з математики.
3. Методи та способи розв’язування задач.
4. Методика навчання учнів розв’язування задач. 

У літературі з психології і педагогіки немає єдиного трактування  «задача». Автори по-різному тлумачать це поняття залежно від підходу до зв’язку між суб’єктом і задачею.
У кібернетиці, дидактиці і методиці навчання математики задача трактується як ситуація зовнішньої діяльності, яка пропонується у відриві від суб’єкта діяльності. Тому здебільшого задача тут трактується як будь-яка вимога обчислити, перетворити що-небудь, побудувати або довести щось. У психології задача розглядається як мета, задана в певних умовах, як особлива характеристика діяльності суб’єкта. Задача тут тлумачиться як суб’єктивне психологічне відображення тієї зовнішньої ситуації, у якій розгортається цілеспрямована діяльність суб’єкта.
У шкільній практиці до задач у широкому розумінні відносять не лише текстові, сюжетні задачі, а й різного характеру вправи, приклади.
Процес розв’язування задачі як розумова діяльність досліджується психологією і аналізується методикою математики. Останніми роками робиться спроба дослідити задачі як такі, а не лише процес їх розв’язування. Звертається увага на потребу мати чітке уявлення про структуру задачі. Відомо, що в кожній задачі є умова (умови)і вимога (вимоги).
Задачі у навчанні математики є і об’єктом вивчення,і засобом навчання. Звичайно виділяють чотири основні функції задач – навчальна, розвивальна, виховуюча та контролююча.
Навчальна функція спрямована на формування в учнів системи математичних знань, умінь і навичок на різних етапах навчання. Через систему задач учні вчаться не лише застосовувати здобуті теоретичні знання, айпереконуються на етапі мотивації у потребі здобуття нових знань; в процесі розв’язування задач дістають додаткову теоретичну інформацію і відомості про методи розв’язування.
Розвивальна функція задач спрямована на розвиток мислення школярів, на формування у них розумових дій та прийомів розумової діяльності, просторових уявлень і уяви, алгоритмічного мислення, вміння моделювати ситуацію тощо.
Виховуюча функція задач спрямована на формування в учнів наукового світогляду, сприяє екологічному, економічному, естетичному вихованню, розвиває пізнавальний інтерес, позитивні риси особистості (наполегливість, волю, відповідальність за доручену справу тощо).
Контролююча функція задач спрямована на встановлення навченості, рівня загального і математичного розвитку, стану засвоєння навчального матеріалу окремими учнями і класом в цілому.
Жодна із названих функцій не може виступати ізольовано від інших, але в кожній конкретній задачі вчитель має виділяти провідну функцію і за належної цільової установки домагатися її реалізації в першу чергу. Кожна з основних функцій задач важлива в загальній системі навчання, але останніми роками особлива увага приділяється розвивальній функції. Не випадково Д. Пойа (1887–1985 рр.), Е. Резерфорд (1871–1937 рр.), Н. Бор (1885–1962 рр.). А. Ейнштейн (1879–1955 рр.), П. Капіца (1894–1984 рр.), Б. Кедров (1803–1985 рр.) зазначали, що задачі мають не тільки і не стільки сприяти закріпленню знань, тренуванню в їх застосуванні, скільки формувати дослідницький стиль розумової діяльності, метод підходу до явищ, що вивчаються.
Однією з найважливіших проблем шкільної математичної освіти є озброєння учнів методами і способами розв’язування задач, навчання самостійного пошуку розв’язання задач. Методи і способи розв’язування задач визначаються як характером самих задач, так і тими знаннями і допоміжними засобами, котрими учні володіють на даному етапі навчання.
У дослідженнях останніх років психологи, дидактики і методисти переконливо показали, що уміння школярів розв’язувати задачі прямо не заложить від кількості розв’язаних задач. Якщо навіть учень розв’язав багато задач, але в нього не сформований загальний підхід до задачі, аналізу її, пошуку плану розв’язання, самостійно розв’язувати задачі він не зможе. Залежно від того, яку вимогу поставлено в задачі, розрізняють задачі на обчислення, доведення, побудову та дослідження. 
У задачах на обчислення треба знайте число (або множину чисел) за даними числами і умовами, якими вони пов’язані між собою та з невідомими числами. До таких задач належать текстові задачі і різноманітні приклади (задачі на розв’язування рівнянь, нерівностей, їхніх систем тощо).
У задачах на доведення вимагається довести сформульоване в них твердження. Цим вони не відрізняються від теорем. Тому не дивно, що одне й те саме твердження виступає в різних підручниках або під рубрикою теорем, або під рубрикою задач. До теорем звичайно відносять найважливіші твердження, які широко використовуються під час розв’язування різноманітних задач і доведення інших теорем. Водночас на окремі задачі доводиться посилатися як на теореми.
До задач на побудову належать як геометричні задачі, в яких вимагається побудувати яку-небудь фігуру, що задовольняє умову задачі, так і задачі на побудову графіків функцій, діаграм, перерізів многогранників та інших тіл.
У задачах на дослідження вимагається дослідити що-небудь. 
Приклади таких задач:
1. Чи існує піраміда, в якій дві протилежні грані перпендикулярні до основи і перпендикулярні між собою?
2. Чи може проекція паралелограма у разі паралельного проектування бути квадратом?
3. Дослідити на монотонність і екстремум функцію…
Залежно від кількості розв’язків задачі на обчислення і побудову бувають визначені і невизначені. Визначеними називають ті задачі, які мають скінченну кількість розв’язків, а невизначеними  ті, які мають безліч розв’язків.
За характером даних розрізняють задачі із зайвими і суперечливими даними.
Розв’язати задачу для всіх задач (крім задач на доведення) означає знайти розв’язок.
Розв’язок є кінцевим результатом процесу розв’язування задачі. Опис процесу розв’язування у вигляді послідовності всіх міркувань, зокрема подане в символічній формі, називають розв’язанням задачі. Тому коли письмово оформляється процес пошуку розв’язку, то робиться це під рубрикою «Розв’язання».
Процес розв’язування задачі має складатися з таких етапів:
1) аналіз формулювання задачі, тобто виділення того, що в ній дано і що треба знайти або довести, дослідити;
2) пошук плану розв’язання; 
3) здійснення плану, перевірка і дослідження знайденого розв’язку, тобто доведення того, що знайдений розв’язок задовольняє вимоги задачі; 
4) обговорення (аналіз) знайденого способу розв’язування з метою з’ясування його раціональності, можливості розв’язування задачі іншим методом чи способом.
Не для всіх задач і не кожного разу треба виконувати всі чотири етапи. Наприклад, перевірку розв’язування кожної текстової задачі методом рівнянь проводити недоцільно, бо це вимагає багато додаткового навчального часу. Однак треба навчити учнів робити таку перевірку і періодично пропонувати виконувати її. Так само не є обов’язковим етапом дослідження при розв’язуванні задач на побудову і геометричних задач із застосуванням тригонометрії. Проте для окремих задач такий етап стане в пригоді.
Найважливішим завданням навчання математики в школі є навчання учнів математичних методів, зокрема методів доведення теорем і методів та способів розв’язування задач. Метод – це шлях, спосіб теоретичного дослідження або практичного здійснення чогось. Відразу ж виникає запитання: а що таке спосіб? 
Метод – шлях дослідження або пізнання, теорія, вчення – сукупність прийомів або операцій практичного чи теоретичного засвоєння дійсності, підпорядкованих розв’язуванню конкретної задачі.
У методиці математики під методом розв’язування задач (як і доведення теорем) треба розуміти сукупність прийомів розумової діяльності або логічних математичних дій та операцій, за допомогою яких розв’язується великий клас задач. Поняття ж «спосіб» розв’язування задачі – вужче поняття. Це сукупність прийомів розумової діяльності або логічних математичних дій та операцій, які використовуються у разі розв’язування окремої задачі або невеликої сукупності задач певного виду.
Наприклад, в алгебрі найпоширенішим методом розв’язування текстових, сюжетних задач на обчислення є метод рівнянь; у геометрії задачі на побудову розв’язують кількома методами: метод геометричних місць, метод геометричних перетворень (симетрії центральної і осьової, повороту, паралельного перенесення, подібності або гомотетії), алгебраїчний метод. Векторний метод розв’язування задач на обчислення і доведення поширений в геометрії. У курсі алгебри і початків аналізу провідним методом дослідження функцій і побудови їхніх графіків є метод, що спирається на використання похідної, а у разі обчислення площ плоских фігур і об’ємів геометричних тіл – метод інтегралів.
У процесі пошуку способу розв’язування багатьох задач на обчислення, доведення використовуються синтетичний і аналітичний, а інколи аналітико-синтетичний методи міркувань, які прийнято називати синтетичним, аналітичним і аналітико-синтетичним методами розв’язування задач відповідно.
Синтетичний метод здебільшого використовується в початковій школі та в 5–6 класах основної школи у разі розв’язування найпростіших задач. Розв’язуючи задачу синтетичним методом, міркують від умови до шуканого, тобто виводять наслідки з того, що дано. 
Аналітичний метод розв’язування сприяє свідомому пошуку розв’язання задачі, вчить учнів здійснювати такий пошук самостійно. У старших класах аналітичний метод широко використовується під час розв’язування стереометричних задач на обчислення об’ємів, площ поверхонь геометричних тіл. При цьому розв’язання починається із записування відповідної формули, за якою обчислюється шукана величина, а потім здійснюється пошук невідомих величин, які входять до формули.
Ефективною методика навчання учнів розв’язуванню задач може бути лише за комплексного підходу до навчального процесу. Це означає, що має чітко визначатися мета навчання учнів розв’язування задач певного виду чи оволодіння певним методом, ретельно розроблятися система самих задач, які будуть розв’язуватись у класі і пропонуватися як домашнє завдання, мають доцільно вибиратися методи і організаційні форми робота на уроці, засоби навчання, здійснюватися контроль стану сприймання учнями методів і способів розв’язування, набутих ними навичок і умінь.
У процесі розв’язування задач здійснюється як алгоритмічна, так і евристична діяльність. Переважна більшість шкільних задач, зокрема алгебраїчних вправ, базових задач на побудову, вправ на дослідження функцій, обчислення похідних і інтегралів тощо, виконуються за певними алгоритмами. Оволодіння учнями цими алгоритмами – важливе завдання навчання математики. Немає кращого способу створити умови для творчої діяльності, як бездоганне знання алгоритмів. Справді, розв’язування творчих, нестандартних задач зводиться врешті-решт до виконання відомих базових задач, які розв’язуються за певними алгоритмами. На жаль, нерідко на уроці в школі і на вступних екзаменах до вузів окремі учні знаходять спосіб розв’язування складної нестандартної задачі, але довести розв’язання до кінця не можуть через те, що забули розв’язання базової задачі, до якої звелась нестандартна, або не можуть правильно розв’язати найпростіше, наприклад тригонометричне, рівняння.
Разом з тим навчати учнів розв’язування задач і вправ алгоритмічного характеру не можна шляхом лише пропонування їм готових алгоритмів. Доцільніше організувати на зразках розв’язання однієї-двох задач колективний пошук алгоритму.
Сказане стосується і навчання учнів розв’язування задач і вправ певних типів за певним алгоритмом чи правилами-орієнтирами.
Розв’язавши задачі та аналогічні їм, учні колективно можуть дійти висновку, що в разі розв’язування задач на зустрічний рух, де вимагається визначити час, через який рухомі об’єкти зустрінуться, треба додати їхні швидкості і розділити відстань між пунктами, від яких почався рух, на сумарну швидкість.
У задачах на рух, де об’єкти рухаються від одного пункту і в одному напрямку, а вимагається визначити відстань між об’єктами через певний час, раціональнішим є спосіб розв’язування, за якого знаходять різницю між швидкостями об’єктів і множатьйна заданий час.
Під час розв’язування задач на спільну роботу орієнтиром для розв’язання є вказівка щодо прийняття всієї роботи за одиницю і вираження частини всієї роботи, яка виконується окремими особами чи механізмами за одиницю часу, чи частини роботи, яка виконується ними разом.
Аналогічні вказівки або правила-орієнтири доцільно пропонувати учням для засвоєння в разі розв’язування задач на проценти, пропорційний поділ, геометричних задач на побудову, які розв’язуються методами геометричних місць, геометричних перетворень, задач на доведення методом від супротивного, побудову перерізів многогранників, побудову графіків функцій шляхом геометричних перетворень, розв’язування задач векторним методом тощо.
Особливої уваги варте навчання учнів провідних методів розв’язування задач. Для прикладу розглянемо методику навчання методу рівнянь під час розв’язування текстових (сюжетних) задач.
Шкільна практика свідчить про те, що, хоч метод рівнянь вводиться вже в 5 класі і використовується протягом всього наступного вивчення шкільного курсу математики, результати вступних екзаменів до закладів вищої освіти незаперечно доводять, що значна частина випускників недостатньо володіє цим методом.
Однією з причин цього ми вважаємо брак на увагу вчителів до розв’язування в 5–6 класах текстових задач арифметичним способом і підготовчих задач і вправ, які безпосередньо готують учнів до усвідомлення методу рівнянь. Крім того, потрібна спеціальна увага щодо засвоєння учнями евристичної схеми пошуку рівняння як моделі зв’язків між даними і шуканими.
До складу уміння розв’язувати задачі методом рівнянь як компоненти відповідної діяльності входять такі розумові дій: аналіз задачі (виділення умов і вимог); встановлення суттєвих зв’язків між відомими і шуканими; виділення величин, значення яких прирівнюватимуться, позначення невідомої і виділення потрібних величин через введену невідому, складання рівняння і його розв’язання; перевірка розв’язання задачі. Уміння можна сформулювати, якщо попередньо відпрацьовано згадані компоненти.
Успішно аналізувати формулювання задачі учні можуть лише тоді, коли вони засвоїли її зміст. Для цього важливо вдало подати задачу учням. Це можна зробити по-різному. Якщо задача з підручника, то ефективніше, коли задачу вголос читає вчитель або один з учнів, а решта стежать, як формулюється задача за підручником. Досвід свідчить, що найкраще, коли задача читається не менш як два рази. Доцільно, щоб учень, який розв’язуватиме задачу на дошці, після повторення змісту задачі та виділення умови і вимоги скорочено записав їх на дошці. Перші скорочені записи на дошці вчителеві доцільно робити самому, пропонуючи зразок, що його наслідуватимуть учні. Для окремих задач умову і вимогу варто подати у вигляді таблиці або графічної ілюстрації. 
У методиці викладання алгебри відомі дві евристичні схеми пошуку рівняння до задачі. 
Перша застосовується до розв’язування нескладних задач і має такий вигляд: 
1) позначити через х шукану величину (або одну з шуканих);
2) виразити через х інші величини, про які йдеться в змісті задачі;
3) спираючись на залежність між відомими і невідомими величинами, скласти рівняння.
Друга евристична схема зручна для розв’язування складних задач: 
1) з’ясувати, виходячи зі змісту задачі, значення яких величин можна прирівняти; 
2) вибрати невідому і позначити її буквою х; 
3) виразити через х значення величин, які прирівнюватимуться; 
4) скласти рівняння.
Друга евристична схема забезпечує цілеспрямований вибір невідомої і  вираження через неї потрібних величин.
На першому, підготовчому етапі навчання учнів методу рівнянь потрібно нагадати всі види основних задач, які розв’язуються кожною арифметичною дією, їх буквений запис, сформувати навички складання простих виразів з невідомою. Далі розв’язуються усно найпростіші задачі на складання рівнянь за умовою задачі. 
Важливо домогтися усвідомлення учнями того, що словосполучення «на стільки-то більше» вимагає іноді дій додавання, а інколи – віднімання залежно від того, якої з двох величин воно стосується. Аналогічно із словосполученням «а в стільки-то разів більше за b». Досвід показує, що деякі учні не реагують на слова «сума», «додано», «всього» в умові задач. Тому на першому етапі треба спеціально виділяти слова, які містять інформацію для складання рівняння.
Існують різноманітні організаційні форми щодо розв’язування задач. На уроці можливі колективне фронтально розв’язування задач, колективна робота окремих груп і самостійне розв’язування.
Готуючись до колективної фронтальної роботи, яка проводиться інколи методом евристичної бесіди, треба продумати і записати в конспекти систему запитань, що стосуються пошуку розв’язання. Серед них варто на прості запитання пропонувати відповідати слабкішим учням, щоб і їх залучити до процесу пошуку способу розв’язання задачі. Іноді спосіб розв’язання знаходять сильні учні, а реалізацію його на дошці доцільно запропонувати середньому чи слабкому учневі. Не можна допускати, щоб учні механічно переписували розв’язання задачі з дошки, не усвідомивши способу. Тому в процесі оформлення розв’язання можна пропонувати окремим учням пояснити, чому виконується та чи інша дія або яким має бути наступний крок розв’язання?
За групової форми організації розв’язування задач на уроці вчитель повинен підготувати для кожної групи набір задач відповідно до здібностей учнів групи і під час уроку контролювати діяльність кожної групи і надавати допомогу тій, яка більше й потребує. Інколи варто спеціально провести консультацію (3–5 хв), у якій активну участь братимуть сильніші учні, а не лише вчитель.
Можливі різні форми організації самостійного розв’язування учнями задач на уроці. Це – самостійні роботи здебільшого навчального характеру, але інколи потрібні і контролюючого. Самостійні роботи можуть тривати цілий урок, але частіше – частину уроку. Залежно від мети такі роботи можуть проводитись на початку, в середині і наприкінці уроку. Якщо вчитель хоче перевірити стан виконання домашнього завдання і надати допомогу тим, хто не встигає, він може запропонувати задачу або вправи, аналогічні домашнім. Коли засвоюється певний тип задач, самостійну роботу можна запропонувати в середині і наприкінці уроку. Для ефективної і оперативної перевірки таких робіт можна запропонувати двом-трьом учням оформити розв’язання на плівці і спроектувати його на екран через графопроектор. інколи два учні розв’язують задачу на відкидних дошках, і відразу по закінченні допущені помилки виправляються. Можлива й усна фронтальна перевірка за етапами розв’язання задач і вправ.
Питання для самоконтролю:
1. Охарактеризуйте навчальну функцію задач.
2. Що ви розумієте під розвивальною функцією задач?
3. На що спрямована виховуюча функція задач?
4. Які задачі на побудову вивчаються в шкільному курсі математики?
5. Наведіть приклади задач на дослідження.




Лекція № 6. Засоби навчання математики

План лекції
1. Підручник математики
2. Навчальне обладнання з математики і методика його використання
3. Кабінет математики в школі
4. Використання нових інформаційних технологій навчання математики.

До засобів навчання математики належать: підручник математики, дидактичні матеріали і довідкова математична література, навчальне обладнання з математики, до якого входять наочні посібники, моделі, рисунки, схеми, таблиці, предмети оточення, інструменти, прилади, екранні засоби навчання, персональні комп’ютери і відповідні педагогічні програмні засоби. Вони мають утворювати єдиний комплекс, основою якого є підручник математики. 
У підручниках математики викладено основи знань і способів діяльності відповідно до цілей навчання, визначених програмою. Підручник розрахований передусім на учнів відповідного віку. Разом з тим у деяких підручниках математики є матеріал, потрібний вчителеві для організації навчально-пізнавальної діяльності учнів. Крім того, підручником користуються і батьки, допомагаючи учням під час виконання домашніх завдань і контролюючи їхню роботу.
До підручника математики висувається ціла низка вимог щодо структури викладу навчального матеріалу, зокрема педагогічна доцільність теоретичної частини і системи задач підручника, точності, стислості і ясності мови, жвавості, цікавості викладу, якості ілюстративного матеріалу.
Обов’язкові вимоги до наукової системи підручника – математична коректність викладу теоретичного матеріалу, доцільність вибору наукової схеми викладу, відповідність трактовки понять, термінології і символіки традиціям, прийнятим у математичної науці в школі.
Дидактичні вимоги потребують забезпечення доступності, наочності, систематичності, ощадливості викладу матеріалу, наявності засобів мотивації учіння, розвитку мислення, пізнавальної активності й цікавості до предмета, диференціації навчання, спрямованості на формування загальнонавчальних умінь.
Вимоги до методичного апарату підручника пов’язані із забезпеченням належного розвитку змістових ліній, методичної доцільності викладу теоретичного матеріалу і системи вправ та задач, рівня реалізації внутрішньопредметних і міжпредметних зв’язків, наявності можливостей для контролю і самоконтролю, застосування технічних засобів навчання та комп’ютерної підтримки, прикладної і практичної спрямованості, наявності умов для організації самостійної роботи учнів на уроці і в позаурочний час.
Важливим завданням навчання математики є формування в учнів уміння працювати з підручником. Читанню підручника і науково-популярної літератури з математики треба спеціально навчати учнів. Зміст, форми і місце роботи з підручником математики визначаються віком учнів, рівнем їх математичної підготовки і наявними вже вміннями працювати з книжкою.
Можна рекомендувати такі шляхи і форми роботи з підручником на уроці.
1. Читання тексту підручника після пояснення вчителя.
2. Розгляд прикладів підручника після пояснення їх учителем з метою закріплення, наведення власних прикладів.
3. Читання вголос учителем тексту підручника з метою навчання учнів виділенню головного в тексті, розбиття його на змістовні абзаци, складання плану.
4. Читання тексту учнями, виділення в ньому головного і змістовних абзаців.
5. Самостійне читання тексту учнями, складання плану і відповідь на запитання вчителя або підручника.
У старших класах доцільно практикувати самостійне вивчення учнями за підручником окремих тем, виділення ними нових понять, правил, формулювань і доведення теорем, наведення прикладів застосування вивченого матеріалу, у тому числі і в суміжних дисциплінах та на практиці.
Реалізація принципу наочності під час вивчення математики –необхідна умова, що забезпечує ефективність навчання і умови для запобігання формалізму. 
Наочність сприяє утворенню ясних і точних образів сприймання і уявлення, полегшує учням перехід від сприймання конкретних предметів до сприймання абстрактних понять про них шляхом виділення і словесного закріплення спеціальних суттєвих властивостей понять.
У дослідженнях психологів показано, що позитивний вплив наочності визначається низкою умов. Серед них: правильне поєднання слова вчителя і наочності, врахування вікових та індивідуальних особливостей учнів, спеціальне навчання учнів вмінню бачити наочний матеріал. Треба зосередити увагу учнів на тому, що саме в даному наочному матеріалі слід виділити, порівняти, мислено перетворити.
Поряд з позитивним впливом наочності вона може відіграти і негативну роль. Наприклад, надуживання моделями стереометричних фігур на перших уроках стереометрії може гальмувати розвиток просторових уявлень і уяви, постійне використання готового рисунка, який, наприклад, проектується на екран в процесі розв’язування геометричних задач, призводить до того, що в учнів слабко формується вміння виконувати зображення просторових фігур на площині. За одноманітного використання рисунків планіметричних фігур, наприклад прямокутних трикутників, прямих кутів у стандартному положенні, коли прямий кут розташований унизу, а зовнішній кут трикутника зображується лише для гострокутних трикутників, гальмується вичленування і узагальнення істотних властивостей фігур. Увага учнів при цьому фіксується на випадкових, неістотних властивостях, відбувається їх генералізація (піднесення до ролі істотних). При цьому учні не впізнають прямий кут, прямокутний трикутник, якщо він зображений у нестандартному, незвичайному для учнів положенні.
Щоб уникнути цих негативних явищ у процесі сприймання наочності, важливо правильно поєднувати слова вчителя з демонстрацією наочного матеріалу. Вчитель повинен спрямовувати процес спостереження учня, варіювати положення фігур у наочному матеріалі, виділяти в ньому поряд з істотними властивостями неістотні.
Особливо велике значення має наочність у курсі математики                1–6 класів. Створення у школярів цих класів правильних геометричних образів на основі конкретних геометричних фігур і предметів довкілля є першочерговим завданням вивчення геометричного матеріалу в цих класах.
Надзвичайно важлива роль графічних зображень під час вивчення функцій в основній школі та в курсі алгебри і початків аналізу, уміння зображувати просторові фігури на площині під час вивчення стереометрії.
Значну допомогу у вивченні учнями алгебри і геометрії надають спеціальні прилади, які моделюють математичні поняття, задачі, графічні зображення. До них належать: магнітна дошка з координатною сіткою, переносна магнітна дошка, комплект кривих для магнітної дошки, магнітні прилади «Вимірювання площ», «Частини цілого і дроби» тощо.
3 успіхом використовуються в школі гумові штемпелі (штампи) із зображеннями різних плоских і просторових фігур, графіків тощо. Вони допомагають заощаджувати навчальний час на етапі розв’язування задач, коли учні вже навчилися виконувати потрібні зображення.
У процесі формування навичок виконання дій з додатнім і від’ємними числами деякі вчителі використовують виготовлену в шкільних майстернях модель координатної прямої. 
Для проведення лабораторних робіт з математики потрібен набір моделей для вимірювання довжин, площ і об’ємів тіл. Він складається з 20 палеток, 40 кубиків розміром 10 x 10 x 10 мм, 40 кубиків розміром 20 x 20 x 20 мм, а також різних плоских фігур, східчастих тіл. Учитель може організувати разом з учителем праці виготовлення різноманітних моделей самими учнями. Така робота сприяє свідомому засвоєнню навчального матеріалу, формує уміння застосовувати теоретичний матеріал на практиці.
Поширеним засобом наочності є математичні таблиці. Здебільшого їх виготовляють у школі учні й вчителі. 
Успішне використання навчального обладнання з математики, технічних засобів навчання можливе лише в умовах, коли в школі створено принаймні два кабінети математики – для учнів основної та старшої школи.
Кабінет має бути обладнаний столами для учнів і вчителя, класною дошкою, в яку можна вмонтувати магнітну дошку з нанесеною на неї системою координат. У деяких кабінетах математики є ще одна дошка для проведення фронтальної роботи, яка розміщується вздовж правої або лівої стін кімнати. Шафи для наочних посібників, приладів, таблиць, бібліотечки та картотеки навчальної, методичної, науково-популярної літератури з математики та дидактичних матеріалів, технічні засоби навчання розміщують за учнівськими столами. Останні дослідження лабораторій шкільного навчального обладнання не рекомендують розташовувати наочні матеріали на бічних стінах кабінету, щоб не відволікати увагу учнів під час проведення уроку.

До комплекту навчального обладнання з математики мають входити технічні засоби навчання. Обладнуючи кабінет математики, треба враховувати чинні документи і методичні рекомендації: «Типовий перелік навчально-наочних посібників і навчального обладнання для загальноосвітніх шкіл», «Про навчальні кабінети загальноосвітньої школи», «Правила техніки безпеки для кабінету математики».
Для проведення вимірювальних робіт на місцевості, які посилюють прикладну спрямованість шкільного курсу математики, доцільно мати в кабінеті комплект спеціальних геодезичних приладів – астролябію, швелер або універсальний шкільний кутомір, який може замінити названі прилади, набір рулеток або мірних стрічок.
У математичному кабінеті крім навчального обладнання варто мати портрети видатних математиків, цікавий матеріал щодо застосування математики в житті, народному господарстві, в науці
Для успішного навчання математики в шкільних кабінетах потрібні дидактичні матеріали, методичні розробки, зразки оформлення екзаменаційних робіт тощо. Набори варіантів самостійних і контрольних робіт, тестів, роздатковий матеріал, конспекти уроків, розробки окремих тем вчитель повинен накопичувати протягом усього періоду своєї роботи. Це – чудовий матеріал для узагальнення і поширення передового педагогічного досвіду.
У математичному кабінеті мають бути зібрані матеріали для позакласної роботи з математики і факультативних занять, готуватись математичні газети, проводитись заняття математичного гуртка, вироблятись наочні посібники, проводитись підготовка до тижнів математики, вечорів, олімпіад; додаткові заняття з тими, хто не вистигає.
Сучасне суспільство ставить перед системою освіти нові завдання, пов’язані з розробкою стратегії в умовах комп’ютеризації та інформатизації всіх боків життя суспільства. Істотні зміни в інформаційному середовищі проживання людини призвели до зниження ефективності традиційних підходів до навчання. Ці зміни пов’язані з упровадженням комп’ютерної техніки в різні сфери діяльності людини, що спричинює структурні зміни цієї діяльності. Можливості комп’ютера в навчанні перекривають традиційну сферу в основному алгоритмічної діяльності учня, яка була дотепер базою формування математичної культури покоління, що підростає.
Нині важливого значення набувають проблеми інтенсифікації й оптимізації освітнього процесу, активізації пізнавальної діяльності, розвитку творчого мислення учнів. Нові інформаційні технології навчання значною мірою сприяють розв’язуванню цих та інших завдань, які постають перед системою освіти.
Нові інформаційні технології навчання – нова методологія і технологія освітнього процесу з використанням найновіших електронних засобів навчання (насамперед ЕОМ). Нові інформаційні технології навчання – системний метод навчання на базі ЕОМ, а у вузькотехнічному розумінні – це використання у навчанні різноманітних, включаючи електронні, передусім комп’ютерних засобів навчання. Комп’ютер може виконувати різноманітні функції:контролюючих машин, навчальних тренажерів, моделювальних стендів, інформаційно-довідкових систем, ігрових навчальних середовищ, електронних конструкторів, експертних систем тощо.
Основою програмного забезпечення технологій комп’ютерного навчання є навчаючі програми: від найпростіших контролюючих програм до складних навчаючих систем з елементами штучного інтелекту. Технології комп’ютерного навчання можуть мати різний ступінь розвитку компонентів своїх структур: моделей дисциплін (чому вчити), моделей управління (як вчити), моделей тих, хто навчається (кого вчити).
Технології комп’ютерного навчання підтримують продуктивну діяльність учнів, сприяють індивідуалізації і диференціації процесу навчання, реалізації діяльнісного підходу, раціоналізують працю вчителя.
Запровадження нових інформаційних технологій навчання не повинно бути самоціллю. Воно має бути педагогічно виправданим, розглядатись передусім з погляду педагогічних переваг, які воно може забезпечити порівняно з традиційною методикою навчання.
Можливості використання нових інформаційних технологій під час вивчення шкільної математики дає змогу поєднати високі обчислювальні можливості у процес дослідження різноманітних функціональних залежностей, звільнивши учнів від рутинних обчислень, з перевагами графічного поєднання інформації, розвитку геометричної інтуїції, графічних навичок, евристичної діяльності, врахування індивідуальних здібностей і можливостей учнів. Комп’ютери створюють нову технічну основу для здійснення в розумних межах програмованого навчання, організації індивідуальних і групових форм навчальної діяльності на уроці, своєчасного контролю успішності учнів і надання педагогічної підтримки, створення умов для випереджувального навчання тих, хто має здібності й інтерес до математики.




Лекція 7. Принципи навчання математики. Методи навчання математики

План
1. Принципи навчання математики. 
2. Методи навчання математики.

Важливими завданнями процесу навчання математики в школі є такі: домогтися глибокого і міцного засвоєння учнями теоретичних знань – математичних понять, тверджень про їхні властивості (аксіоми, теореми), правил, законів; сформувати навички й уміння застосування теоретичних знань на практиці, оволодіння способами творчої діяльності; досягти глибокого усвідомлення учнями світоглядних і морально-етичних принципів. Слід розрізняти поняття «процес навчання» і «процес здобуття освіти». Навчання, зокрема математики, забезпечує освіту лише за умови його формувального впливу на особистість. 
На сучасному етапі розвитку школи дидактика трактує навчання як цілеспрямований педагогічний процес організації та стимулювання активної навчально-пізнавальної діяльності учнів для оволодіння науковими знаннями, навичками, уміннями, розвитку творчих здібностей, світогляду, морально-етичних поглядів і переконань. Процес навчання – це процес взаємодії між тим, хто вчить, і тим, хто навчається. Нагадаймо з курсу педагогіки: закономірності процесу навчання, що об’єктивно існують, виступають як основні вимоги до практичної організації навчального процесу. Вони дістали назву дидактичних принципів.
Дидактичними принципами є: 1) науковості й ідейно-політичної спрямованості; 2) проблемності; 3) наочності; 4) активності та свідомості; 5) доступності; 6) систематичності й послідовності; 7) міцності; 8) єдності освіти, розвитку і виховання.
Зміст цих принципів розкрито в курсі педагогіки. Як самостійну роботу пропонуємо інтерпретувати цей зміст на прикладах навчання математики. Враховуючи, що основна мета загальноосвітньої школи – всебічний розвиток особистості, у процесі навчання математики слід ґрунтуватися на дидактичних і психологічних принципах розвивального навчання.
Дидактичні принципи розвивального навчання сформулював                  у 60–70-х роках XX ст. Л. Занков. Вій вважав, що не будь-яке навчання створює максимально сприятливі умови для розвитку учнів. Потрібний ретельний добір змісту, методів, організаційних форм і засобів навчання, щоб забезпечити ці умови. При цьому слід враховувати такі важливі дидактичні принципи розвивального навчання.
Провідна роль теоретичних знань. У процесі навчання математики це означає, що не можна розпочинати формувати навички й уміння застосування математичних знань доти, доки учні не засвоїли основних понять, тверджень, правил, законів, методів.
Навчання швидкими темпами. Реалізація цього принципу полягає у вивченні основного теоретичного матеріалу швидкими темпами на початку ознайомлення з темою, здійснення дійового контролю його засвоєння і збільшення таким чином часу для розв’язування задач. У процесі розв’язування задач теоретичний матеріал повторюється, поглиблюється, закріплюється.
Навчання на високому, проте доступному рівні складності. Так само, як спортсмени розвивають свої фізичні можливості на вправах високої складності, учні повинні розвивати мислення, інтелект на навчальних задачах високого рівня складності. Цей принцип ґрунтується на введених ще в 30-х роках XX століття психологом Л. Виготським поняттях зони актуального і зони найближчого розвитку учнів. Учень працює в зоні актуального розвитку тоді, коли розв’язує навчальні задачі в межах засвоєного ним навчального матеріалу. Проте, як зазначав Л. Виготський, потрібно працювати на завтрашній день учня, тобто працювати в зоні його найближчого розвитку. Це означає, що учень має працювати над навчальними задачами, які він ще не спроможний розв’язати самостійно, але за незначної допомоги вчителя або своїх товаришів він таким задачам дає раду.
Водночас об’єктивним фактом є те, що різні учні мають різні зони актуального і найближчого розвитку. Саме тому за умов класно-урочної системи слід здійснювати рівневу диференціацію, використовувати групові й індивідуальні форми роботи, виділяючи типологічні групи учнів, які мають приблизно однаковий рівень загального розвитку, навченості, темпу просування у навчанні, цікавості до математики.
Усвідомлення всіма учнями процесу навчання. Забезпечення цього принципу потребує від учителя копіткої роботи з тими, хто відчуває труднощі в навчанні, з’ясування причин цього та організації своєчасної педагогічної підтримки таких учнів.
Систематична робота вчителя над загальним розвитком усіх учнів, зокрема найслабкіших. У процесі навчання математики передусім передбачається розвиток мислення, оволодіння учнями загальними розумовими діями і прийомами розумової діяльності. Практика і дослідження психологів свідчать, що основною причиною слабкої підготовки учнів з математики є насамперед несформованість дій аналізу, синтезу, порівняння, абстрагування, узагальнення.
Важливою є також спеціальна настанова вчителя на те, що потрібно вивчити, перевести в довгострокову пам’ять, а що вивчається для ознайомлення і не потребує заучування. Відсутність такого орієнтування призводить до непотрібного перевантаження нам’яті учнів за сумлінного ставлення їх до навчання або до ігнорування того, що слід вивчити, запам’ятати.
Під методом навчання в дидактиці розуміють способи навчальної роботи вчителя і організації навчально-пізнавальної діяльності учнів з розв’язування різних дидактичних задач, спрямованих на оволодіння матеріалом, що вивчається. Крім терміна «метод навчання» в дидактиці є термін «прийом навчання», під яким найчастіше розуміють складову частину або окремий бік методу.
У педагогіці існує різна класифікація методів навчання залежно від вибору основи класифікації, а саме: за джерелом здобування знань (словесні, наочні, практичні), за способами організації навчальної діяльності учнів (методи здобування нових знань, методи формування умінь та навичок і застосування знань на практиці, методи перевірки й оцінювання знань, умінь та навичок) за характером навчально-пізнавальної діяльності учнів: а) пояснювально-ілюстративний (розповіді лекція, пояснення; робота з підручником і демонстрації та ін.); б) репродуктивний (відтворення знань і способів дій, діяльність за алгоритмом, програмою); в) проблемний виклад; г) частково-пошуковий або евристична бесіда; д) дослідницький метод. Останні три методи використовують під час проблемного навчання як дидактичної системи.
Пояснювально-ілюстративний метод. Цим методом послуговуються, вводячи математичні поняття, вивчаючи аксіоми, теореми і способи розв’язування різних класів задач. Наприклад, під час вивчення поняття функції в курсі алгебри 8 класу вчитель наводить приклади залежності між змінними величинами і об’єктами іншої природи, що задані за допомогою формули, графіка, таблиці, і формулює означення функції як залежності між змінними, за якої кожному значенню незалежної змінної відповідає єдине значення залежної змінної. Вводяться поняття аргумент, область визначення, область значень функції; розв’язуються вправи на відшукання значень функції за даним значенням аргументу. Вводячи поняття функції, вчитель може дати учням історичну довідку про те, що вперше термін «функція» ввів Г. Лейбніц (1646–1716 рр.) у XVII столітті тощо.
Репродуктивний метод. Використовується для закріплення на уроці нового матеріалу, перевірки домашнього завдання (учні відтворюють розв’язання задач, формулювання і доведення теорем, означення математичних понять, правила тощо). На уроках, де формуються уміння і навички розв’язування прикладів, задач, застосування репродуктивного методу виявляється в діяльності учнів під час розв’язувати вправі задач за зразком, який дано вчителем або наведено в підручнику, в діяльності за певним  алгоритмом. При цьому діяльність за зразком має проводитись не за вказівкою «робите, що роблю я», а за порадою «роби так, як роблю я».
Проблемний виклад як метод навчання математики полягає в тому, що, пояснюючи навчальний матеріал, учитель сам висуває проблеми і, звичайно, як правило, сам їх. розв’язує. Однак постановка проблем посилює увагу учнів, активізує процес сприймання і усвідомлення того, що пояснює вчитель. Наприклад, доводячи третю ознаку рівності трикутників (за трьома сторонами), вчитель висуває проблеми на кожному етапі доведення теореми і сам проводить потрібні обґрунтування, оскільки досить складна для учнів 7 класу структура доведення теореми не дає можливості організувати колективне доведення теореми самими учнями.
Частково-пошуковий метод полягає в тому, що вчитель заздалегідь готує систему запитань, відповідаючи на які учні самостійно формулюють означення поняття, «відкривають» доведення теореми, знаходять спосіб розв’язування задачі.
Дослідницький метод передбачає самостійний пошук розв’язання пізнавальної задачі. Причому може виявитись потреба, щоб проблему сформулював сам учень або її формулює вчитель, але розв’язують учні самостійно. Наведемо приклад.
У 9 класі після вивчення формул для обчислення площ прямокутника, паралелограма, трикутника перед учнями ставиться проблема – знайти формулу для обчислення площі трапеції, спираючись на вже вивчені формули обчислення площ фігур. Одні учні можуть провести діагональ трапеції і звести обчислення її площі до знаходження суми площ двох трикутників, на які вона розіб’ється, інші – можуть добудувати трапецію до паралелограма, треті – побудувати трикутник, площа якого дорівнює площі трапеції, або скористатися іншими можливими способами. Колективне обговорення наприкінці уроку знайдених способів відшукання формули площі трапеції максимально активізує увагу і тих учнів, які самі не змогли знайти потрібну формулу.
Існують специфічні методи навчання, характерні для шкільного курсу математики. Розглянемо деякі з них.
У навчанні математики неабиякого поширення набули абстрактно-дедуктивний і конкретно-індуктивний методи навчання. 
Суть абстрактно-дедуктивного методу навчання полягає в тому, що під час вивчення нового матеріалу вчитель відразу сам повідомляє означення понять, що вводяться, а потім наводить конкретні приклади об’єктів, що належать до понять. Формулюється й доводиться теорема, і лише після цього розглядаються конкретні приклади застосування нового теоретичного матеріалу.
Конкретно-індуктивний метод, навчання протилежний абстрактно-дедуктивному методу. Під час навчання цим методом пояснення нового матеріалу починається з розгляду прикладів. Використовуючи приклади, учні мають можливість виділити суттєві ознаки поняття, що вводиться. Це допомагає самостійно чи з допомогою вчителя сформулювати означення поняття. Рисунок до теореми дасть змогу учням виявити властивості зображеної фігури і самостійно чи з допомогою вчителя сформулювати теорему.





Лекція № 8. Планування роботи вчителя математики. Урок математики та його аналіз. Самостійна робота учнів і її оцінювання. Специфіка навчальної роботи в класах з поглибленим вивченням математики

План
1. Планування роботи вчителя математики. 
2. Урок математики та його аналіз. 
3. Самостійна робота учнів і її оцінювання. 
4. Специфіка навчальної роботи в класах з поглибленим вивченням математики.

Основною колективною формою організації навчання за умов класно-урочної системи є урок математики. Сутність уроку розкривається в дидактиці. Урок математики, так само, як і будь-який урок, має основні характеристики: мету, завдання, зміст, методи і засоби навчання, організаційні форми навчальної діяльності. Водночас уроки математики мають певну специфіку, яка визначається особливостями науки і шкільного предмета математики.
Дедуктивний характер математики як предмета, абстрактність і загальність математичних понять, фактів і пов’язаних з ними способів діяльності потребують не тільки подолання формалізму в засвоєнні програмного матеріалу, а й забезпечення свідомого засвоєння і закріплення всього основного програмного матеріалу, формування комплексу дійових знань, на яких ґрунтується здобуття нових знань. Тому систему уроків потрібно будувати так, щоб створити оптимальні умови для сприйняття нового матеріалу, його усвідомлення, запам’ятовування головного в ньому, застосування засвоєних знань на практиці, наступного повторення, глибшого і міцнішого оволодіння математичними знаннями, навичками й уміннями. Слід пам’ятати, що засвоєння частиною учнів деяких математичних понять і способів діяльності відбувається упродовж кількох уроків.
У дидактиці існують різні класифікації типів уроків. Найпоширенішими з них є дві.
Перша класифікація ґрунтується на дидактичній меті уроку. Вона розроблена К. Ушинським і містить такі типи уроків: 
а) комбінований урок, в якому поєднано різні цілі й види навчальної роботи (робота щодо закріплення вивченого раніше, засвоєння нового навчального матеріалу, вироблення практичних навичок і умінь тощо); 
б) урок подання нових знань;
в) урок закріплення вивченого, зокрема урок формування навичок і умінь; 
г) урок повторення, систематизації й узагальнення вивченого; 
д) урок перевірки й оцінювання знань.
В основу другої поширеної класифікації типів уроків покладено способи проведення їх. У ній розрізняють: урок повторення, урок-бесіду, контрольну роботу, комбінований урок.
У методиці навчання математики для характеристики уроків використовують обидві класифікації.
Із погляду логіки процесу навчання в структурі уроку математики розрізняють три компоненти: 
1) актуалізація здобутих знань і способів діяльності; 
2) формування нових знань і способів діяльності; 
3) застосування – формування навичок і умінь. За відносної незмінності зазначених компонентів форми їх реалізації можуть бути різними.
Основними етапами уроку математики зазвичай є такі.
1. Постановка мети і завдань уроку.
2. Ознайомлення з новим матеріалом.
3. Закріплення нового матеріалу: 
а) на рівні відтворення інформації та способів діяльності; 
б) на рівні творчого застосування і здобуття нового.
4. Перевірка знань, навичок і умінь.
Залежно від мети і завдань уроку послідовність цих етапів може бути різною, деякі навіть можуть бути відсутніми. Проте для кожного уроку обов’язковим є перший етап – постановка мети і завдань, зокрема і перед учнями.
Вибір методів навчання, організаційних форм і засобів залежить від поставлених цілей уроку. При цьому кожному методу і прийому мають відповідати певні організаційні форми діяльності учня на уроці.
Учитель математики здійснює планування роботи зазвичай перед кожним навчальним півріччям, коли складається календарний план із кожного предмета, і впродовж навчального року, коли складаються тематичні плани з окремих тем і плани або конспекти до кожного уроку (поурочні плани, плани-конспекти).
Календарний план охоплює весь навчальний матеріал програми, розподілений по уроках. Він затверджується адміністрацією закладу освіти. Враховуючи обставини, які складаються в конкретному класі, вчитель може вносити до календарного плану певні зміни. Наприклад, коли у 5 класі вчитель починає навчати математики нових для нього учнів, може виникнути потреба присвятити один-два уроки повторенню, діагностичній самостійній роботі з метою виявлення рівня підготовки учнів за курсом початкової школи і подальшої організації індивідуальної та диференційованої роботи з учнями. Примірний календарний план представлений на рис. 3.4.
Досить ефективною формою планування роботи під час вивчення окремих тем є складання тематичних планів. Примірний тематичний план представлений на рис. 3.5. Вони дають змогу чітко сформулювати мету і завдання вивчення кожної теми, які враховують цілі розвитку, навчання і виховання, вимоги до знань і умінь, а також довести до відома учнів обов’язкові результати навчання, терміни контролю успішності учнів за цією темою. У тематичному плані є можливість спланувати систему уроків, повторення з метою актуалізації опорних знань і поточне повторення для повторення і закріплення вивченого раніше, передбачити наочні посібники і технічні засоби навчання, самостійні й контрольні роботи, заліки, систему вправ, що виконуватимуться на уроці й удома.
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Рис. 2.4 Календарний план (витяг).
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Рис. 2.5 Тематичний план (витяг).

Підготовку вчителя до уроку доцільно починати з перегляду календарного або тематичного плану, плану чи конспекту попереднього уроку, щоб урахувати, чи виконано повністю план попереднього уроку, чи, можливо, щось не вдалося подати. Слід ще раз розглянути можливі способи розв’язування тих вправ і задач, які пропонувались учням як домашнє завдання, визначити, кого з учнів потрібно опитати чи перевірити їхню домашню роботу.
Після цього слід уважно вивчити відповідний матеріал підручника, ознайомитися з методичними посібниками, продумати, які використати наочні, технічні, обчислювальні засоби навчання, персональні комп’ютери.
Важливо правильно поставити дидактичну мету і завдання, добрати зміст навчального матеріалу з урахуванням потреби рівневої диференціації, продумати структуру уроку, вибрати доцільні методи та прийоми досягнення мети і завдань уроку, організаційні форми, засоби навчання.
Потрібно визначитися щодо форм проведення контролю успішності учнів. Якщо проводити самостійну роботу, математичний диктант, короткочасну контрольну роботу, то слід розробити їх різнорівневий зміст. Обов’язково слід продумати, які записи і в який спосіб розмістити на дошці, що учні писатимуть на уроці в зошитах тощо.
Якщо урок потребуватиме виготовлення дидактичних матеріалів (таблиця, модель тощо), то зробити це потрібно заздалегідь. Слід ретельно підготувати зміст домашнього завдання, передбачити час і форму подання його учням. Тільки після цього можна братися до складання плану або конспекту уроку.
Досвідчені вчителі складають поурочні плани, що є обов’язковим документом, без наявності якого керівництво закладу освіти має право не допустити вчителя до проведення уроку.
Поурочний план (одна-дві сторінки) за формою може бути довільним, але має відображувати мету і завдання уроку, його зміст і структуру, методи, організаційні форми і засоби, які використовуватимуться на уроці, потрібний навчальний матеріал, домашнє завдання.
Студенти-практиканти зобов’язані складати конспект уроку, який фактично має бути сценарієм, моделлю, що відображує основні етапи діяльності вчителя на уроці та сплановані, очікувані види навчальної діяльності учнів.
Наведемо один із можливих варіантів такого конспекту.
План-конспект уроку геометрії
Тема уроку. Формула координат середини відрізка у просторі.
Мета та завдання уроку. Закріпити вивчене на попередньому уроці, навчити учнів доводити формулу координат середини відрізка і застосовувати її до розв’язування задач.
Обладнання до уроку: кодоскоп.
Перебіг уроку
1. Організація класу (2 хв). 
Перевірити готовність класу до уроку. У журналі зафіксувати прізвища відсутніх.
2. Перевірка домашнього завдання і закріплення вивченого на попередньому уроці (10 хв).
2.1 Вибіркова перевірка.
Два учні готуються до відповіді за картками індивідуальних завдань.
Перше завдання: а) сформулювати означення декартових координат у просторі. Побудувати точку Р (2; 3; 4); б) дано точку А (–2; 3; 5). Знайти основи перпендикулярів, проведених з цієї точки на координатні осі її координатні площини.
Друге завдання: а) вивести формулу відстані між двома точками у просторі; б) дано точки А (5; 2; –3), В (2,5; 0; 0), С (3; 0; –5). Яка з них лежить: в площині xz; на осі х7
2.2 Фронтальна робота з класом.
Поки учні готуються до відповіді біля дошки, провести опитування учнів класу:
а) на екран через кодоскоп проектуються чотири точки: А (3; –2; 4), В (0; 3; 1), С (0; 0; 8), D (–5; 0; 1). Яка з них лежить: на осях координат; на координатній площині?
б) на якій відстані точка Р (2; –1; 3) лежить: від початку координат; координатних площинах, осей координат?
в) паралелограм задано його вершинами: В (0; 2; 4), С (4; 1; 0), Л (2; 3; 4), М (6; 2; –2). Знайти довжини його сторін;
г) усно перевірити розв’язування домашньої задачі.
2.3 Аналіз домашнього завдання.
Заслухати відповіді учнів біля дошки. Учні класу уважно слухають і за потреби виправляють відповіді. Відповіді учнів біля дошки оцінити.
3. Вивчення нового матеріалу (15 хв).
Ставиться завдання: вивести формулу координат середини відрізків у просторі. Пропонується пригадати аналогічну формулу на площині й спосіб її виведення. Учні висувають гіпотезу щодо вигляду формули. Висловлене припущення доводиться одним з учнів на дошці. Усі інші виконують доведення в зошитах.
4. Розв’язування задач на застосування формул (10 хв).
5. Завдання додому (1 хв).

3. ЗАВДАННЯ ДЛЯ САМОСТІЙНОЇ РОБОТИ СТУДЕНТІВ

Завдання для самостійної роботи відповідають змісту лекційного матеріалу Модуля 1. 

Самостійна робота № 1. Методика навчання математики,
як наука і як навчальна дисципліна
Мета: ознайомити студентів із структурою дисципліни «Методика навчання математики», показати етапи становлення дисципліни, ознайомити з відомими вітчизняними та зарубіжними методистами-математиками, розглянути предмети шкільного курсу математики. 
Завдання:
1. Сформулюйте питання, на які відповідає дисципліна «Методика навчання математики».
2. Що вивчає загальна методика?
3. Що вивчає спеціальна методика?
4. Предмети шкільного курсу математики. Складіть характеристичну таблицю.
	№ з/п
	Назва предмету
	Зміст предмету
	Мета предмету

	1
	2
	3
	4

	
	
	
	

	
	
	
	



5. Діяльність українських математиків-методистів. Підготуйте реферати за вибором про діяльність відомих математиків-методистів.
Література:
1.	Лекція № 3.
2.	Шкільні підручники з математики.
3.	Слєпкань З. І. Методика навчання математики: підручник.                  2–ге вид., допов. і переробл. Київ: Вища школа, 2006. 582 с.
4.	Джерела Інтернет.
Самостійна робота № 2. Програми з математики. 
Підручники та навчальні посібники
Мета: ознайомити з особливостями сучасних програм з математики. З’ясувати, які змістові лінії шкільного курсу математики. Проаналізувати зміст програм. Дати короткий аналіз Державного стандарту з математики.
Завдання:
1. Здійсніть поділ учнів на категорії відповідно до сфери майбутньої діяльності.
2. Визначте змістові лінії шкільного курсу математики.
3. Проаналізуйте зміст програми з математики в 1–4 класах.
4. Проаналізуйте зміст програми з математики в 5–6 класах.
5. Проаналізуйте зміст програм в 7–9 класах.
6. Обговорення Державного стандарту з математики. Підготуйте доповіді з цієї теми.
7. Здійсніть короткий аналіз розділів Державного стандарту з математики.
Література:
1.	Лекція № 2.
2.	 Шкільні підручники з математики.
3.	Офіційний сайт МОН України www.mon.gov.ua.
4.	Державний стандарт з математики.

Самостійна робота № 3. Види математичних понять. 
Методика формування математичних понять
Мета: ввести поняття «математичне поняття». З’ясувати, що є обсягом і змістом поняття, показати застосування видового і родового поняття.
Завдання:
1. Розгляньте поняття як форму мислення.
2. Визначте обсяг поняття на прикладі означення поняття «функція».
3. Заповніть таблицю прикладами математичних понять, що розглядаються в курсі математики 5 класу.
Основні види понять
	№ з/п
	Первісні (неозначувані)
	Означувані
	Поняття, 
що вводяться описово

	1
	2
	3
	4

	
	
	
	

	
	
	
	



4. Розгляньте вимоги до означення.
5. Складіть таблицю класифікації видів трикутників.
6. Розробіть класифікацію опуклих чотирикутників за допомогою діаграм Ейлера.
7. Розробіть класифікаційну схему з теми «Вирази».
Література:
1.	Лекція № 3.
2.	Шкільні підручники з математики.

Самостійна робота № 4. Теореми і аксіоми. Методика доведення теорем. Методика вивчення доведень у школі.
Мета: ознайомити з вимогами програми, які стосуються теорем і їх доведень. Розглянути аксіоми в шкільному курсі математики, логічну структуру теореми, приклади прямих і обернених теорем.
Завдання:
1. Визначте, коли починається систематичне вивчення аксіом і теорем.
2. Сформулюйте вимоги до учнів щодо доведення теорем.
3. Побудуйте таблицю «Види теорем, залежно від логічної структури»:
	№ з/п
	Вид теореми
	Приклад
	Метод доведення

	1
	2
	3
	4

	
	
	
	

	
	
	
	


4. Наведіть приклади взаємно обернених теорем.
5. Охарактеризуйте основні методи доведень:
а) аналітичний;
б) синтетичний;
в) аналітично-синтетичний;
г) доведення від супротивного.
6. 
Доведіть нерівність  аналітичним методом.
7. 
Доведіть нерівність  синтетичним методом.
8. Доведіть будь яку теорему методом від супротивного.
9. Самостійний пошук учнями доведення теорем.
10. Навчання готових доведень. 
11. Запропонуйте учням правило-орієнтир аналітичного методу доведення теорем.
Література:
1.	Лекція № 4.
2.	 Шкільні підручники з математики.
3.	Слєпкань З. І. Методика навчання математики: підручник.                  2–ге вид., допов. і переробл. Київ: Вища школа, 2006. 582 с.

Самостійна робота № 5. Роль математичних задач і їх види. Розв’язання задач. Методика розв’язання задач
Мета: ознайомити з основними методами та способами розв’язання задач і звернути увагу на методику навчання учнів розв’язання задач.
Завдання:
1. Сформулюйте функції, які виконуються під час розв’язування задач.
2. Розгляньте арифметичний метод розв’язання задач на прикладі задач чинного підручника алгебри 7–9 класів.
3.  Ознайомтеся з:
· методом рівнянь розв’язування задач;
· методом геометричних перетворень;
· аналітичним методом міркування;
· синтетичним методом міркування;
4. Підготуйте доповіді з досвіду майстрів-педагогів про розв’язання задач.
5. Дайте відповіді на такі запитання:
· Охарактеризуйте навчальну функцію задач.
· Що ви розумієте під розвивальною функцією задач?
· На що спрямована виховуюча функція задач?
· Які задачі на побудову вивчаються в шкільному курсі математики?
· Наведіть приклади задач на дослідження.
· Із яких етапів складається розв’язок задачі?
6. Арифметичний спосіб розв’язування задач. Складіть відбірку задач для 5 класу за цим методом.
Література:
1.	Лекція № 5.
2.	Шкільні підручники з математики.
3.	Слєпкань З. І. Методика навчання математики: підручник.                  2–ге вид., допов. і переробл. Київ: Вища школа, 2006. 582 с.

4. ТЕМАТИКА РЕФЕРАТІВ

1. Історія розвитку методики навчання математики.
2. Розвиток стереометрії як розділу геометрії 
3. Теоретико-множинний зміст предикатів. 
4. Логарифмічна та показникова функція. 
5. Видатні математики сучасності.
6. Геометричні величини.
7. Числові системи.
8. Проблема обґрунтування математики.
9. Узагальнення досвіду з методики вивчення початків аналізу у закладі загальної середньої освіти. 
10. Історія розвитку шкільної математики.
11. Перші уроки систематичного курсу геометрії.
12. Методика вивчення елементів математичної логіки у школі. 
13. Доведення методом математичної індукції. 
14. Методика розв’язання олімпіадних задач у старшій школі.
15. Методика роботи математичних факультативів.
5. ЗМІСТ ЗАВДАНЬ САМОСТІЙНОЇ РОБОТИ ТА ЗАПИТАНЬ 
ДЛЯ САМОПЕРЕВІРКИ ЇЇ ВИКОНАННЯ

1. Підготуйте реферат з теми «Розвиток методики навчання математики у старшій школі» (4 год).
2. Розробіть проекти розвитку наукового світогляду на уроках математики у старшій школі (4 год).
3. Розробіть комплексну підсумкову контрольну роботу для учнів 5 класів (4 год).
4. Підготуйте доклад про пропедевтику вивчення числових систем у старшій школі (2 год).
5. Підготуйте методичні вказівки до вивчення теми «Числові системи» (2 год).
6. Розробіть самостійні роботи на тему «Наближені обчислення» (2 год).
7. Розробіть методичні вказівки до вивчення теми «Алгоритми» (2 год).
8. Підготуйте реферат з теми «Розвиток графічної грамотності учнів 7–11 класів в процесі вивчення теми «Функції» (4 год).
9. Розробіть наочного матеріалу до вивчення теми «Функції» (2 год).
10. Підготуйте методичні вказівки. для роботи з програмним забезпеченням під час вивчення теми «Функції» (4 год).
11. Розробіть комплекс практичних робіт для вивчення початків математичного аналізу (10 год).
12. Розробіть комплекс вправ до вивчення теми «Метричні співвідношення у трикутнику та многокутнику» (8 год).
13. Розробіть комплекс домашніх завдань до вивчення теми «Основні питання стереометрії» (10 год).
14. Розробіть мультимедійну презентацію до вивчення теми «Геометричні величини» (10 год).
6. ОРІЄНТОВНИЙ ПЕРЕЛІК ТЕМ ТВОРЧИХ ДОСЛІДЖЕНЬ 
ДЛЯ СКЛАДАННЯ БІБЛІОГРАФІЧНИХ ОПИСІВ

1. Геометрія трикутника.
2. Геометрія чотирикутника.
3. Тригонометричні тотожності.
4. Тригонометричні рівняння.
5. Тригонометричні нерівності.
6. Усні вправи з тригонометрії.
7. Показникові рівняння.
8. Показникові нерівності.
9. Логарифмічні рівняння.
10. Логарифмічні нерівності.
11. Комбіновані рівняння.
12. Комбіновані нерівності.
13. Графічні задачі з тригонометрії.
14. Графічні задачі на показникову функцію.
15. Графічні задачі на логарифмічну функцію.
16. Побудова графіків функцій, що містять знак модуля.
17. Гармонічні коливання.
18. Раціональні рівняння.
19. Ірраціональні рівняння.
20. Ірраціональні нерівності.
21. Графічні задачі з теми «Похідна та її застосування».
22. Практичні задачі з теми «Похідна та її застосування».




Орієнтовний перелік термінів для складання тлумачного словника:
1) сприймання, розуміння, запам’ятовування, узагальнення, систематизація, застосування, навичка, вміння, повторення;
2) диференціація навчання, індивідуалізація навчання, мотивація навчальної діяльності, актуалізація опорних знань,  генералізація знань;
3) технологія навчання, інтерактивні технології навчання (кооперативного навчання, колективно-групового навчання, ситуативного моделювання, опрацювання дискусійних питань);
4) кредит, модуль, рейтинговий показник із навчальної дисципліни, загальний рейтинг.
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